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 به نام خداوند جان و خرد

 ( گراف ) گسسته    2جزوه فصل  
 

 : گراف ساده ۱نکته 

,𝑉) ، یک زوج مرتب به صورت  𝐺 گراف ساده   𝐸)باشد که در آن: می 

 𝑉 های گراف  »رأس ها یک مجموعه متناهی و ناتهی از اعضا است که به آن𝐺»  گویند. می 

 𝐸 های دو عضوی از مجموعه  ای از تمام زیرمجموعه مجموعه 𝑉  است. اعضای مجموعه 𝐸 های گراف  »یالرا𝐺»  

 کنند. را مشخص می 𝑉 هایی، ارتباط بین اعضای  خط نامند که با پاره می

 های موازی : یال ۲نکته 

 گوییم هرگاه بین دو رأس یکسان، رسم شده باشند. دو یال را »موازی« می 

 : طوقه یا حلقه )لوپ( ۳نکته 

 کند. طوقه یا حلقه، یالی است که یک رأس را به خودش وصل می 

 : گراف ساده ۴نکته 

 های زیر را داشته باشد: یک گراف »ساده« است اگر و تنها اگر ویژگی 

 الف( طوقه )حلقه( نداشته باشد. 

 ب( یال موازی نداشته باشد. 

 ج( بین هر دو رأس آن، حداکثر یک یال وجود داشته باشد. 

 : رئوس مجاور ۵نکته 
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در مجموعه  𝑎𝑏 یک یال باشند؛ یعنی یال   گوییم هرگاه دو سر را »مجاور« می 𝑏 و  𝑎 ، دو رأس  𝐺در گراف  
 𝐸 ها( وجود داشته باشد. )مجموعه یال 

 دار : گراف جهت ۶نکته 

یک  𝐺 دار  شود. گراف جهت دار نشان داده می خط جهت دار، گرافی است که در آن هر یال به صورت پارهگراف جهت 

,𝑉)زوج مرتب   𝐸)  است که در آن 𝑉  مجموعه متناهی و ناتهی از رئوس است و 𝐸 های  ای از تمام زوجزیرمجموعه
 باشد. این گراف دارای دو ویژگی مهم است: می𝑉 مرتب از اعضای  

 (. 𝑢به 𝑣 و یک یال از  𝑣 به 𝑢 یال وجود دارد )یعنی یک یال از    2بین هر دو رأس آن، حداکثر 

 تواند یک طوقه داشته باشد. هر رأس آن حداکثر می 

 دار های جهت : تعداد کل گراف ۷نکته 

 رأس برابر است با: 𝑝 دار با  های جهت تعداد کل گراف 

2𝑝2
 

 دار بدون طوقه )حلقه( های جهت: تعداد گراف ۸نکته 

 ای ندارند، برابر است با: رأسی که هیچ طوقه𝑝 دار  های جهت تعداد گراف 

2𝑝2−𝑝 

 طوقه  nدار با های جهت: تعداد گراف ۹نکته 

 طوقه هستند، برابر است با: 𝑛 رأسی که دقیقاً دارای  𝑝 دار  های جهت تعداد گراف 

(
𝑝

𝑛
) × 2𝑝2−𝑝 

 : گراف چندگانه ۱۰نکته 

شود. در این نوع گراف،  گرافی که حداقل یک حلقه )طوقه( یا یک یال موازی داشته باشد، »گراف چندگانه« نامیده می 

 بین هر دو رأس، ممکن است بیش از یک یال وجود داشته باشد.
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 : درجه یک رأس ۱۱نکته 

هایی است که به آن رأس  دهیم(، برابر با تعداد یال نمایش می 𝑑𝑒𝑔𝑉 )که با 𝐺 در گراف  𝑉 ی یک رأس مثل  درجه 

 متصل هستند. 

 گوییم. می  »رأس فرد«𝑉 یک عدد فرد باشد، به  𝑑𝑒𝑔𝑉 اگر  

 گوییم. می  »رأس زوج«𝑉 یک عدد زوج باشد، به  𝑑𝑒𝑔𝑉 اگر  

 : ماکزیمم و مینیمم درجه ۱۲نکته 

نمایش  Δ(𝐺)   نامیم و با نماد های تمام رئوس یک گراف را »ماکزیمم درجه« می بزرگترین عدد در بین درجه 

 دهیم. می

نمایش  𝛿(𝐺) نامیم و با نماد  های تمام رئوس یک گراف را »مینیمم درجه« می کوچکترین عدد در بین درجه 

 دهیم. می

 : مرتبه و اندازه گراف ۱۳نکته 

,𝐺(𝑉در گراف   𝐸): 

 دهیم.شان می ن𝑝 گراف گفته و با   »مرتبه«)رئوس( را 𝑉 تعداد اعضای  

 دهیم.نشان می 𝑞 گراف گفته و با   »اندازه«ها( را )یال 𝐸 تعداد اعضای  

 : انواع رأس ۱۴نکته 

 ی آن صفر باشد. راسی که درجه  رأس ایزوله )منزوی/تنها/منفرد(:

 ی آن یک باشد. راسی که درجه  رأس آویزان:

𝑝)ی ممکن یعنی  راسی که بیشترین درجه  (: Fullرأس فول )  −  را داشته باشد. (1

 ی آن فرد باشد. راسی که درجه  رأس فرد:
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 ی آن زوج باشد. راسی که درجه  رأس زوج:

 : ۱۵نکته 

کنیم؛ زیرا یک بار از رأس خارج شده و یک بار به آن وارد  درجه حساب می   2ی رئوس، یک طوقه را در محاسبه درجه 
 شود. می

 : محدودیت اندازه و مرتبه ۱۶نکته 

 ( رابطه زیر را دارد: 𝑝( با مرتبه ) 𝑞ها )در یک گراف ساده، تعداد یال 

0 ≤ 𝑞 ≤
𝑝(𝑝 − 1)

2
 

 های ساده : تعداد گراف ۱۷نکته 

 گذاری رئوس( ساخت، برابر است با:رأس )با فرض نام 𝑝 توان با  ای که می های ساده تعداد کل گراف 

2(𝑝
2 ) 

 گذاری( رأسی )بدون نام  ۳های : گراف ۱۸نکته 

 است.  ۴گذاری رئوس، برابر با رأسی بدون نام  ۳های ساده  تعداد گراف 

 گذاری( رأسی )بدون نام  ۴های : گراف ۱۹نکته 

 است. ۱۱گذاری رئوس، برابر با رأسی بدون نام  ۴های ساده  تعداد گراف 

 گذاری( یال )با نام 𝑞رأس و  𝑝های ساده با  : تعداد گراف ۲۰نکته 

 گذاری رئوس(، برابر است با: )با فرض نام 𝑞 و اندازه  𝑝 های ساده با مرتبه  تعداد گراف 

(
(𝑝

2)

𝑞
) 

 باشد. می𝑉 های دو عضوی از  ی زیرمجموعه مجموعه شامل کلیه 𝑆 که در آن  
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 خصوص( یالِ به 𝑘1یال )شامل  𝑞رأسی با  𝑝های ساده  : تعداد گراف ۲۱نکته 

𝑉 رأسی در مجموعه  𝑝 های ساده  تعداد گراف  = {𝑣1
, 𝑣2

, … , 𝑣𝑝} که 𝑞  یالی بوده و شامل 𝑘1خصوص  به  یال
 باشد، برابر است با: 

(
(𝑝

2) − 𝑘1

𝑞 − 𝑘1
) 

  یال𝑘2خصوص و بدون  به  یال𝑘1یال )شامل  𝑞 رأسی با  𝑝 های ساده  : تعداد گراف ۲۲نکته 

 خصوص( به 

𝑉رأسی در مجموعه  𝑝 های ساده  تعداد گراف  = {𝑣1
, 𝑣2

, … , 𝑣𝑝} که 𝑞  یالی بوده و شامل 𝑘1خصوص  به  یال

 خصوص را نداشته باشد، برابر است با: به یال𝑘2 بوده و  

(
(𝑝

2) − 𝑘1 − 𝑘2

𝑞 − 𝑘1
) 

 خصوص( یالِ به 𝑘1رأس منفرد )شامل  𝑚رأسی با  𝑝های ساده  : تعداد گراف ۲۳نکته 

𝑉رأسی در مجموعه  𝑝 های ساده  تعداد گراف  = {𝑣1
, 𝑣2

, … , 𝑣𝑝}  که شامل𝑘1 خصوص بوده و  یالِ به 𝑚  رأس
 منفرد داشته باشد، برابر است با: 

2(𝑝−𝑚
2 )−𝑘1  

 خصوص( به  یال𝑘2خصوص و بدون  به  یال𝑘1رأسی )شامل  𝑝های ساده  : تعداد گراف ۲۴نکته 

𝑉رأسی در مجموعه  𝑝 های ساده  تعداد گراف  = {𝑣1
, 𝑣2

, … , 𝑣𝑝}   که شامل𝑘1خصوص بوده و  به  یال𝑘2یال  
 خصوص را نداشته باشد، برابر است با: به

2(𝑝
2 )−𝑘1−𝑘2  

 شامل: 𝑝 : تعداد گراف ساده مرتبه  ۲۵نکته 

 الف( دو یال، برابر است با: 
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(
(𝑝

2)

2
) 

 ب( دو یال با رأس مشترک، برابر است با: 

۳ × (
𝑝

۳
) 

 ج( دو یال بدون رأس مشترک، برابر است با: 

۳ × (
𝑝

۴
) 

 : ۲۶ نکته

ایم، برابر است  را صفر در نظر گرفته 𝑣1   رأس رأس منفرد، که در آن درجه 𝑚 با  𝑝  مرتبه های سادهتعداد گراف  الف( 

 با:

(
𝑝 − 1

𝑚
) × 2(𝑝−𝑚

2 ) 

 

 رأس منفرد، برابر است با: 𝑚 و با وجود  𝑞   با اندازه𝑝   مرتبه  های سادهتعداد گراف  ب(

(
𝑝

𝑚
) × (

(𝑝−𝑚
2 )

𝑞 − 𝑚
) 

 ای بازه  گراف:  ۲۷ نکته

هایی از اعداد حقیقی هستند و دو رأس زمانی به هم وصل  های آن متناظر با بازه ای، گرافی است که رأسگراف بازه 
 ها اشتراک داشته باشند. های متناظر با آن شوند که بازه می

 حفره :  ۲۸ نکته

 گوییم. می  حفرهبدون قطر را یک  هر چهارضلعی 
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ای از چهار رأس در آن وجود  شود؛ یعنی هیچ مجموعهنامیده می  گراف بدون حفرههر گرافی که دارای حفره نباشد، 

 ها وجود نداشته باشند. های قطری بین آن یک دور چهاررأسی را تشکیل دهند، اما یال  ندارد که چهار یال

 : ۲۹نکته 

ای  بازهبا سه شاخه،  𝑅۳ است؛ ولی مثلث با سه شاخه و مختصات   ایبازهمثلث با یک شاخه و مثلث با دو شاخه، 

 . نیست

 : ۳۰نکته 

 . ای نیستبازهای نباشد، کل آن گراف  اگر قسمتی از گراف، بازه 

 : گراف چندبخشی ۳۱نکته 

گوییم گراف  ها برقرار نیست. در این حالت می هایی از گراف هیچ ارتباطی از طریق یال ها، بین قسمتدر بعضی از گراف 

 است.  های جدا از همبخش شامل  

 : ۳۲نکته 

 ( برقرار است: 𝑞بخش جدا از هم باشد، در این صورت رابطه زیر برای اندازه گراف ) 𝑘   دارای𝐺 اگر گراف ساده  

𝑝 − 𝑘 ≤ 𝑞 ≤ (
𝑝 − 𝑘 + 1

2
) 

 است.2𝑞مجموع درجات رئوس یک گراف ساده برابر با   :۳۳نکته 

∑ deg 

𝑝

𝑖=1

𝑣𝑖 = 2𝑞 

 

( دارد؛  𝑝است. همچنین تعداد رئوس زوج بستگی به مرتبه گراف )  زوج تعداد رئوس فرد هر گراف، همواره  :۳۴نکته 

 یعنی: 

𝑝اگر   = فرد   است.  فردتعداد رئوس زوج،  →
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𝑝اگر   = زوج   است. زوجتعداد رئوس زوج، →

( در یک گراف ساده  𝑑𝑒𝑔𝑣𝑖( و درجه هر رأس دلخواه ) Δ(، ماکزیمم درجه ) 𝛿رابطه بین مینیمم درجه )  :۳۵نکته 

 به صورت زیر است: 

0 ≤ 𝛿 ≤ deg 𝑣𝑖 ≤ Δ ≤ 𝑝 − 1 

 

 : میانگین درجات رئوس گراف ۳۶نکته 

 آید: شود( از رابطه زیر به دست می نشان داده می 𝑉̅ یا  𝑑̅ میانگین درجات رئوس یک گراف )که معمولاً با  

𝑉̅ =
2𝑞

𝑝
 

 

 : محدودیت درجه ۳۷نکته 

 باشد، خواهیم داشت: ( می Δ( و بیشترین درجه ) 𝛿ی رئوس یک گراف، بین کمترین درجه ) چون میانگین درجه 

𝛿 ≤
2𝑞

𝑝
≤ Δ 

 

 : ۳۸نکته 

𝛿 ی  توان از رابطهبا هم داده شده باشند، دیگر نمی Δ و 𝛿اگر در یک سؤال   ≤
2𝑞

𝑝
≤ Δ  برای به دست آوردن

 ترین حالت نوشت. استفاده کرد؛ بلکه باید درجه رئوس گراف را در بالاترین و پایین 𝑞 بیشترین یا کمترین مقدار  

 : ۳۹نکته 

های موجود در گراف برابر است  باشد، آنگاه حداکثر تعداد یال Δ ، اگر بزرگترین درجه رئوس  𝑝در هر گراف ساده مرتبه  
 با:

𝑞max = ⌊
𝑝Δ

2
⌋ 



 VIPبخون مرجع مشاوره و برنامه ریزی تحصیلی        VIPBEKHON.COM          :09995153222شماره تماس 

 

VIP         بخون مرجع مشاوره و برنامه ریزی تحصیلیVIPBEKHON.COM          :09995153222شماره تماس 

 

 ی جزء صحیح است.( دهندهیا همان براکت، نشان [ ])نماد  

 : دنباله گراف ۴۰نکته 

 اند. ای است که در آن درجات رئوس گراف ساده به ترتیب نزولی مرتب شده دنباله 

 های دنباله گرافی : ویژگی ۴۱نکته 

 ( است.𝑝تعداد اعداد دنباله برابر مرتبه گراف )  •

 است.2𝑞 جمع اعداد دنباله برابر مجموع درجات یعنی   •

 تعداد اعداد فرد دنباله زوج است. )لم دست دادن(  •

𝛿باشد:  𝑘 اگر تعداد رئوس فول برابر   • ≥ 𝑘. 

 درجه رئوس از تعداد رئوس کوچکتر است.  •

 حداقل یکی از اعداد در دنباله تکرار شده باشد.  •

 : ۴۲نکته 

:𝑆 هر دنباله به صورت   𝑘, 𝑘, 𝑘 − 1, 𝑘 − 1, …  یک دنباله گرافی است. 1,1,

 حکیمی   - : الگوریتم هاول ۴۳نکته 

,Δشرط لازم و کافی برای آنکه دنباله نزولی   𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑Δ+1  گرافی باشد آن است که دنباله𝑑1 − 1, 𝑑2 −

1, … , 𝑑Δ −  گرافی باشد. 1

کنیم و این کار را ادامه  جمله بعدی یک واحد کم می Δ( را حذف کرده و از  Δیعنی اینکه عدد دنباله )  به زبان ساده:

 دهیم تا به عبارت منطقی برسیم.می

حکیمی را عمل کرده سپس دنباله منطقی به دست آمده  -برای کشیدن شکل گراف، ابتدا الگوریتم هاول  تذکر مهم:

ایم به شکل قبلی اضافه  هایی را که در هر مرحله حذف نموده را رسم نموده و با بازگشت مرحله به مرحله، رأس 

 کنیم تا به گراف اولیه برسیم. می

 : گراف منتظم ۴۴نکته 
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ی تمام رئوس آن  منتظم گرافی است که درجه -𝑟گرافی است که درجه تمام رئوس آن با هم برابر باشد. پس گراف  

 های زیر است: باشد و دارای ویژگی 𝑟 برابر  

𝑞 =
1

2
𝑝𝑟 ,  𝑟 < 𝑝 ,  (𝑟, 𝑝, 𝑞) ∈ 𝕎 

پذیر  بر آن بخش 𝑞 ها فرد باشد  زوج است و اگر یکی از آن 𝑟 و 𝑝طبق لم دست دادن حداقل یکی از دو عدد   •

 است.

 باشد. ی فرد صفر است، زیرا تعداد رئوس فرد زوج می منتظم از مرتبه-های فردتعداد گراف  •

 های یک گراف تشکیل تصاعد عددی یا هندسی دهند گراف منتظم است. اگر درجه راس  •

Δاگر در یک گراف   • = 𝛿 .باشند، آنگاه گراف منتظم است 

 )مهم(:   ۴۵نکته 

𝑝)منتظم یا  -2های  تعداد گراف  − را به 𝑝توان عدد  هایی که می برابر است با تعداد حالت 𝑝منتظم از مرتبه  -(۳

 منتظم است. -2ها، ضلعی 𝑝چنین تمام  نوشت. هم  2صورت مجموع چند عدد بزرگتر از 

 : گراف کامل ۴۶نکته 

𝑝)گرافی است   −  های زیر است: دهند و دارای ویژگی نمایش می 𝑘𝑝 که آن را با نماد  𝑝 ی  منتظم از مرتبه -(1

𝑞 = (
𝑝

2
) =

𝑝(𝑝 − 1)

2
 

𝛿 = Δ = 𝑝 − 1 

1 + 8𝑞 .باید مربع کامل باشد 

2𝑝توان  راس می 𝑝در یک گراف کامل   −  گراف کامل یافت. 1

 : ۴۷نکته 

 کنیم.مرتبه آن مقایسه می های درجه ماکزیمم، گراف داده شده را با گراف کاملِ هم برای حل تست 

 مرتبه با آن بیافتید. هرگاه در یک سوال یا راسِ کم یا یالِ زیاد دیدید، به یاد گراف کاملِ هم   به زبان ساده:

 : ۴۸نکته 
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𝑝 برای تعیین حداکثر تعداد رئوس از درجه   − 𝑝)ی  ، از رابطه𝑞با اندازه  𝑝 در گراف مرتبه  1
2) − 𝑞 ≤ (𝑛

مقدار  (2

 𝑛min ی آوریم؛ سپس در رابطهرا به دست می𝑥 = 𝑝 −  𝑛min  قرار داده و مقدار𝑥  حداکثر تعداد رئوس از درجه(

𝑝 −  کنیم.( را محاسبه می 1

 به بیان دیگر: 

اختلاف = 𝑞𝑘𝑝
− 𝑞𝐺    ⟹   𝑥 = 𝑝 − (1 +  (اختلاف

𝑞اگر   :۱تذکر  =
𝑝(𝑝−1)

2
− 𝑝راس آن درجه    2در این صورت  1 − 𝑝بوده و  2 − 𝑝راس آن از درجه  2 −

 هستند. 1

𝑞اگر   :۲تذکر  =
𝑝(𝑝−1)

2
−  در این صورت: 2

𝑝حذف شوند، آنگاه  𝑘𝑝یال مجاور از   2اگر   − 𝑝راس از درجه  ۳ −  هستند. 1

𝑝حذف شوند، آنگاه  𝑘𝑝یال غیرمجاور از گراف   2اگر   − 𝑝راس از درجه  ۴ −  هستند. 1

 : ۴۹نکته 

1یال ) 𝑚، تعداد  𝑘𝑝الف( اگر از گراف کامل   ≤ 𝑚 ≤ 𝑝 − Δ( حذف کنیم، حداکثر مقدار  2 − 𝛿  در گراف به
 است.𝑚 دست آمده برابر  

 ب( در یک گراف ساده: 

𝑞اگر   ≤
(𝑝−1)(𝑝−2)

2
Δباشد، حداکثر   − 𝛿 برابر𝑝 −  است.1

𝑞اگر   >
(𝑝−1)(𝑝−2)

2
Δباشد، حداکثر   − 𝛿 برابر(𝑝

2) − (𝑝−1
2  است.(

 : گراف تهی ۵۰نکته 

,𝐺(𝑉 گراف   𝐸)  را تهی گویند و آن را با 𝑘̅ دهند هرگاه:  نشان می𝐸 = ∅ . 

 : گراف مکمل ۵۱نکته 
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به هم وصل  𝐺 دهند. و گرافی است که از وصل کردن رئوسی که در گراف  نشان می 𝐺̅ را با نماد  𝐺 مکمل گراف  

𝐺شود؛ داریم:  حاصل می  اندنشده  ∪ 𝐺̅ = 𝑘𝑝. 

 : ۵۲نکته 

𝑝)برابر است با:  𝐺̅ های گراف  تعداد یال 
2) − 𝑞(𝐺) :یعنی 

𝑞 + 𝑞′ =
𝑝(𝑝 − 1)

2
 

 

 : ۵۳نکته 

deg
𝐺
𝑉𝑖 + deg

𝐺̅

𝑉𝑖 = 𝑝 − 1 
 

 : ۵۴نکته 

 مجاور نیستند. 𝐺̅ مجاور باشند، در  𝐺 اگر دو رأس در گراف  

 : ۵۵نکته 

𝐺̅  ،(𝑝باشد، مکمل آن  𝑝 منتظم از مرتبه   -𝐺  ،𝑟اگر گراف   − 𝑟 −  است.𝑝 منتظم از مرتبه   -(1

 : ۵۶نکته 

,𝑑 1به صورت  𝑝 اگر دنباله درجات یک گراف از مرتبه   … , 𝑑𝑝  باشد، دنباله درجات گراف مکمل آن به صورت𝑝 −

1 − 𝑑𝑝, … , 𝑝 − 1 − 𝑑1 .خواهد بود 

 : مسیر۵۷نکته 

گویند و دنباله متشکل از تنها یک رأس  های این اتصال را طول مسیر می نحوه اتصال بین دو رأس را مسیر و تعداد یال 

𝑚 شامل  𝑚 باشد. بنابراین مسیر به طول  یک مسیر به طول صفر می  +  رأس مختلف است. 1

 : تعریف فاصله بین دو رأس ۵۸نکته 
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,𝑑(𝑢در گراف ساده که با نماد  𝑣 و  𝑢فاصله بین دو رأس   𝑣) ترین مسیر  شود، برابر است با طول کوتاه نشان داده می
 .𝑣و  𝑢بین دو رأس  

 : نکات فاصله بین دو رأس ۵۹نکته 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉: 𝑢 = 𝑣   ⟺   𝑑(𝑢, 𝑣) = 0 

𝑑(𝑢, 𝑣) = 𝑑(𝑣, 𝑢) 

𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉: 𝑑(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑑(𝑢, 𝑤) + 𝑑(𝑤, 𝑣) 

 : ۶۰نکته 

ها مسیر وجود دارد در یک کلاس  ارزی است؛ پس رئوسی که بین آن ی هم وجود مسیر بین دو رأس، یک رابطه
 گیرند. ارزی قرار می هم

 : ۶۱نکته 

𝑝 (𝑝تعداد کل مسیرها در گراف کامل از مرتبه   ≥  ( برابر است با: ۳

(
𝑝

2
) × ⌊(𝑝 − 2)! ⋅ 𝑒⌋ 

 

𝑒که در آن   ≈  است.2.71

 : ۶۲نکته 

 برابر است با: 𝑣و 𝑢بین دو رأس  𝑘𝑝الف( تعداد مسیر در گراف  

⌊(𝑝 − 2)! ⋅ 𝑒⌋ 
 

 بوده و شامل یال خاصی از آن باشند برابر است با: 𝑚که به طول  𝑘𝑝ب( تعداد مسیرها در گراف کامل  

(
𝑝 − 2

𝑚 − 1
) × 𝑚! 
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 : ۶۳نکته 

𝑘 آید که به تعداد  دست می  بدین ترتیب به𝑘𝑝 از گراف کامل  𝑣 و 𝑢بین دو رأس  𝑘 تعداد مسیرها به طول   +

طور متوالی  دو واحد کم کرده، به𝑝 را. از  𝑣 دهیم و در انتها رأس  را قرار می 𝑢 کشیم. در ابتدا رأس  رأس خط می 1
 کنیم.ها را بنا به اصل شمارش در هم ضرب می ها قرار داده و آن روی خط 

 : ۶۴نکته 

 :𝑘𝑝در گراف کامل  𝑚 تعداد مسیر به طول  

(
𝑝

2
) ⋅

(𝑝 − 2)!

(𝑝 − 𝑚 − 1)!
 

 

 : دور ۶۵نکته 

 گویند. به مسیری که رئوس ابتدا و انتهای آن یکسان باشد، دور می 

 : ۶۶نکته 

𝑝 الف( اگر در یک گراف همبند   = 𝑞 دور دارد.  1آنگاه گراف فقط 

 باشد. می  ۹و  8، ۶، ۵ب( گراف پترسن دارای دورهای به طول 

ها خواهان یک یا  گرافی است که تعدادی متقاضی و تعدادی شغل وجود دارد و هر کدام از متقاضی  گراف مشاغل: 

 باشند. چند شغل می 

های آن متقاضی نسبت داد و  ی یک گراف شغل و متقاضی باشد که بتوان به بعضی از رأس کنندهتواند بیان گرافی می 
های آن شغل نسبت داد؛ )رأس مربوط به متقاضی نباید به رأس مربوط به متقاضی وصل باشد و  به بعضی از رأس 

 چنین رأس مربوط به شغل نباید به رأس مربوط به شغل وصل شود.( هم

 : ۶۷نکته 
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 در گراف مشاغل، دور به طول فرد وجود ندارد. 

 𝑘𝑝: در گراف کامل  ۶۸نکته 

 : 𝑚الف( تعداد دور به طول  

(
𝑝

𝑚
) ⋅

(𝑚 − 1)!

2
 

 

 ب( تعداد کل دورهای گراف: 

∑ (
𝑝

𝑚
)

𝑝

𝑚=۳

⋅
(𝑚 − 1)!

2
 

 

 : گراف همبند ۶۹نکته 

 مسیر وجود داشته باشد و در غیر این صورت گراف ناهمبند است.  1گرافی است که بین هر دو رأس آن حداقل  

 : ۷۰نکته 

𝑞اگر  𝑞و اندازه 𝑝ی  هر گراف ساده از مرتبه  ≤ 𝑝 −  ، ناهمبند است. 2

 : ۷۱نکته 

1و اندازه  𝑝الف( هر گراف از مرتبه   +
(𝑝−1)(𝑝−2)

2
 یا بیشتر، الزاماً همبند است. 

𝑟، هرگاه  𝑝منتظم از مرتبه  -𝑟های  ب( در گراف  ≥
𝑝−1

2
 باشد، گراف همواره همبند است. 

𝛿داشته باشیم  𝑝ی  از مرتبه 𝐺ی ج( اگر در گراف ساده  ≥
𝑝−1

2
 ، گراف همبند است.

𝛿رأسی همبند، اگر  𝑝د( در یک گراف ساده   = 𝑚آید: ی گراف از فرمول زیر به دست میباشد، آنگاه حداکثر اندازه 



 VIPبخون مرجع مشاوره و برنامه ریزی تحصیلی        VIPBEKHON.COM          :09995153222شماره تماس 

 

VIP         بخون مرجع مشاوره و برنامه ریزی تحصیلیVIPBEKHON.COM          :09995153222شماره تماس 

𝑞max =
(𝑝 − 1)(𝑝 − 2)

2
+ 𝑚 

 

𝛿 رأسی ناهمبند، اگر  𝑝 هـ( در یک گراف ساده   = 𝑚 ی گراف از فرمول زیر به دست باشد، آنگاه حداکثر اندازه
 آید: می

𝑞max = 𝑞𝑘𝑚
+ 𝑞𝑘𝑝−𝑚

 

 

𝑝و 𝑚های  های دو گراف کامل با مرتبه )توضیح: یعنی مجموع یال  − 𝑚) 

 : گراف همیلتنی ۷۲نکته 

𝑝(𝑝ی  از مرتبه 𝐺 اگر در گراف   ≥  نامیم.می  گراف همیلتنی را  𝐺داشته باشد، آنگاه   𝑝(، دوری به طول  ۳

𝑝)به بیان دیگر اگر در گرافی از مرتبه   ≥ بتوان از رأسی دلخواه شروع کرده و طی یک دور از تمام رئوس گراف  ۳
 نامیم.( عبور کرد، آن گراف را همیلتنی می

 : نتایج حاصل از تعریف۷۳نکته 

𝑣همیلتنی باشد، آنگاه به ازای هر  𝐺اگر   ∈ 𝑉(𝐺)  :داریمdeg 𝑣 ≥ 2 

𝐾𝑝(𝑝هر گراف کامل   ≥  ( همیلتنی است.۳

)حتی اگر یک یال دلخواه از هر گراف همیلتنی را حذف کنیم، باز هم گراف حاصل  هر گراف همیلتنی همبند است.  
 همبند خواهد بود.( 

 بین هر دو رأس متمایز گراف همیلتنی حداقل دو مسیر وجود دارد. 

۳همواره داریم:  𝑞و اندازه  𝑝در هر گراف همیلتنی از مرتبه   ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 

 تعداد دورهای همیلتنی در یک گراف کامل برابر است با: 

(𝑝 − 1)!

2
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𝛿اگر در گرافی   ≥
𝑝

2
 )قضیه دیراک(باشد، آنگاه گراف حتماً همیلتنی است. 

 : گراف اویلری ۷۴نکته 

ها دقیقاً یک بار گذشت و به رأس اولیه بازگشت. به  گرافی است که بتوان از یکی از رئوس آن شروع کرد و از همه یال

 اویلری است هرگاه: 𝐺 بیان دیگر: گراف  

 همبند باشد. 

 درجه تمامی رئوس آن زوج باشد.

 )و برعکس( 

 اویلری!  نه همیلتنی است و  نهگراف پترسن  نکته طلایی:  

 اویلری: گراف نیمه ۷۵نکته 

 بار گذشت و به رأس دیگری رسید. ها یکگرافی است که بتوان از یکی از رئوس آن شروع کرد و از همه یال

 : ۷۶نکته 

 اویلری است هرگاه: گراف نیمه 

 دقیقاً دو رأس فرد داشته باشد. 

 اویلری، همان دو رأس فرد هستند.( )رئوس ابتدا و انتهای مسیر نیمه 

 : ۷۷نکته 

𝑝اگر گراف کامل از مرتبه   ≥  ای و هم همیلتنی است. اش فرد باشد، هم اویلری، هم بازه، مرتبه ۳

 : تعریف گراف کامل دو بخشی ۷۸نکته 
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مجاور نباشند و اگر  𝐴 طوری که رئوس  افراز کرد به𝐵 و 𝐴ی  را بتوان به دو مجموعه 𝐺 فرض کنیم رئوس گراف  

نامیم. اگر تعداد  می  گراف دو بخشیرا یک 𝐺 باشد، آنگاه  𝐵برابر مجموع درجات رئوس   𝐴مجموع درجات رئوس  

نشان دهیم، در این صورت گراف کامل دو بخشی را  𝑛 را با  𝐵 ی  و تعداد رئوس مجموعه 𝑚 را با  𝐴ی  رئوس مجموعه 
 دهیم. نشان می 𝐾𝑚,𝑛با نماد  

 𝐾𝑚,𝑛: خواص گراف کامل دو بخشی  ۷۹نکته 

𝑚 ی  از مرتبه  • + 𝑛.است 

 است.𝑚𝑛 ی آن  اندازه •

نداریم، طول   2دور به طول فرد ندارد؛ پس طول دورهای آن اعداد زوج است و چون دور به طول   •
 یا بیشتر است.  ۴ترین دور آن کوچک

,𝑚 برای آنکه دور داشته باشد، باید   • 𝑛 ≥  باشد. 2

,𝑚با شرط   • 𝑛 ≥ 2ترین طول دور آن برابر  و بیش ۴ترین طول دور ، کم2 × min{𝑚, 𝑛}.است 

𝑚)برابر 2𝑘تعداد دورهای به طول   •
𝑘

)(𝑛
𝑘

)
(𝑘−1)!

2
,𝑚است. )  𝑛 ≥ 𝑘) 

 زوج باشند. 𝑛 و  𝑚اویلری است اگر و تنها اگر   •

𝑚همیلتنی است اگر و تنها اگر   • = 𝑛 ( .باشد𝑚, 𝑛 ≥ 2) 

 باشد.  1تر از و دیگری فرد بزرگ 2برابر 𝑛 و 𝑚اویلری است هرگاه دقیقاً یکی از  نیمه •

 : درخت ۸۰نکته 

 دهیم. نشان می 𝑇𝑝 را با  𝑝 ی  نامیم. درخت از مرتبه می  درختگراف همبند و بدون دور را  

 : ۸۱نکته       

 در هر درخت بین هر دو رأس متمایز، فقط یک مسیر منحصر به فرد وجود دارد. 

 : ۸۲نکته 

 دارد.  1الف( هر درختی که بیش از یک رأس داشته باشد، حداقل دو رأس از درجه 

Δب( اگر در یک درخت   = 𝑚  باشد، درخت حداقل𝑚 .رأس درجه یک دارد 

 : ۸۳نکته 
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 داریم: 𝑞 و اندازه  𝑝 در هر درخت از مرتبه  

𝑝 = 𝑞 + 1 

 

 : ۸۴نکته 

𝑝)برابر است با  𝑝 تعداد کل مسیرهای متفاوت موجود در یک درخت از مرتبه  
𝑝که (2 − و   1ها دقیقاً  مسیر از آن 1

𝑝−1)طول سایر مسیرها که تعدادشان  
2  است.  2است، اقلاً (

𝑝ها به ازای  )در تمام درخت  ≥ 2 :) 

𝑝)تر یا مساوی صفر:  تعداد مسیرها به طول بزرگ  •
2) 

𝑝)تر یا مساوی یک:  تعداد مسیرها به طول بزرگ  •
2) 

𝑝−1)تر یا مساوی دو:  تعداد مسیرها به طول بزرگ  •
2 ) − 𝑞 

 : ۸۵نکته 

 برابر است با: 𝑝 ها از مرتبه  تعداد درخت

(𝑝 − ۴) + 2𝑝−۴ (𝑝 ≥ ۵) 

 

 ها در درخت   ۱دست آوردن تعداد رأس درجه : طریقه به ۸۶نکته 

 کنیم.واحد کم می  2، هر کدام 2تر از  از درجات بزرگ 

 : در هر درخت: ۹۰نکته 

𝑝 + 𝑞 =  فرد 

𝑝 ⋅ 𝑞 =  زوج 

𝑝2 + 𝑞2 = ۴𝑘 + 1 =  فرد 

𝑝2 + 𝑞2 = ۴𝑘 + 1 =  فرد 

𝑝𝑛 ± 𝑞𝑚 =  فرد 
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 : ۹۱نکته 

 های مختلف در جدول زیر آمده است: های متمایز به ازای تعداد رأس تعداد درخت

 ۸ ۷ ۶ ۵ ۴ ۳ ۲ ۱ تعداد رأس 

 ۲۳ ۱۱ ۶ ۳ ۲ ۱ ۱ ۱ تعداد درخت 

 : ۹۲نکته 

𝑑̅ میانگین درجه رئوس درخت برابر   =
2𝑞

𝑝
=

2𝑝−2

𝑝
 ای است اکیداً صعودی. باشد که دنباله می

 : ۹۳نکته 

 گویند )متشکل از تعدادی گراف همبند و بدون دور یا همان درخت(. می  جنگلبه هر گراف بدون دور، 

 : ماتریس مجاورت۹۴نکته 

𝑝، یک ماتریس  𝑝از مرتبه  𝐺دهد. ماتریس مجاورت گراف  های گراف ساده را نشان می ارتباط بین رأس  × 𝑝  متشکل

,𝑣1های ماتریس به ترتیب با رئوس  های صفر و یک است که سطرها و ستون از درایه  𝑣2, … , 𝑣𝑝شوند. گذاری می نام 

 های ماتریس مجاورت گراف ساده: : ویژگی ۹۵نکته 

 باشد و قطر آن همواره صفر است. می  1و   0های آن تمام درایه  •

𝑝مرتبه آن   • × 𝑝 باشد. یعنی همان مرتبه گراف می 

 ام برابر است.𝑛ام با ستون  𝑛ماتریسی متقارن و مربعی است؛ یعنی سطر   •

 آید. با هم جمع کنیم، درجه آن رأس بدست می 𝑀اگر اعداد روی سطر یا ستون نظیر هر رأس را در ماتریس   •

 باشد. برابر درجه رئوس گراف می 𝑀2های روی قطر اصلی ماتریس  درایه  •

 باشد. می 2𝑞در ماتریس مجاورت یک گراف ساده برابر مجموع درجات رئوس آن گراف یعنی    1تعداد درایه   •

𝑛(0)تعداد صفرهای ماتریس مجاورت برابر است با:   • = 𝑝2 − 2𝑞 

 : ۹۶نکته 

𝑛(0)منتظم باشد، آنگاه تعداد صفرهای ماتریس مجاورت برابر است با:   -𝑟الف( اگر گراف   = 𝑝(𝑝 − 1 − 𝑟) 
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𝑛(0)ب( اگر گراف درخت باشد، آنگاه تعداد صفرهای ماتریس مجاورت برابر است با:   = 𝑞2 + 1 

𝑝  توضیح: در درخت      = 𝑞 + 𝑛(0)  ، پس1 = (𝑞 + 1)2 − 2𝑞 = 𝑞2 + 2𝑞 + 1 − 2𝑞 = 𝑞2 + 1) 

 : ۹۷نکته 

  ۳تقسیم نماییم، تعداد دور به طول  ۶را در یک گراف ساده بر 𝑀۳ های روی قطر اصلی ماتریس  اگر مجموع درایه 

 آید. )تعداد مثلث( بدست می 

 : ۹۸نکته 

𝑝برابر  𝑀2 های روی قطر اصلی ماتریس  در یک گراف کامل، درایه  − برابر  𝑀2های خارج قطر اصلی  و درایه1

𝑝 −  باشد. می2

 : ۹۹نکته 

 برابر است با: 𝐾𝑝در گراف  𝑀دترمینان ماتریس  

∣ 𝑀 ∣= (−1)𝑝−1 ⋅ (𝑝 − 1) 

 برابر است با: 𝐾𝑝در گراف  𝑀2دترمینان ماتریس  

∣ 𝑀2 ∣= (𝑝 − 1)2 

 های یکسان یا ایزومورف: : تعریف گراف ۱۰۰نکته 

𝐺1(𝑉1 دو گراف  
, 𝐸1) و 𝐺2(𝑉2

, 𝐸2)  را یکسان یا ایزومورف گوییم هرگاه∣ 𝑉1 ∣=∣ 𝑉2 و با اسامی رئوس یکی  ∣

𝐸1گذاری کرد که داشته باشیم:  ای نامگونه بتوان رئوس دیگری را به  = 𝐸2. 

 . نیستنداگر دنباله درجات دو گراف متفاوت باشد، آن دو گراف یکسان  توجه:
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