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مساحت متوازی‌الاضلاع پدید ‌آمده توسط دو بردار  و  را محاسبه کنید.1

دو بردار  و  مفروضند. کسینوس زاویهٔ بین بردارهای  و  را به2
دست ‌آورید.

،  و  روی یک خط راست واقع‌اند. حاصل  را بیابید.3 نقاط 

،  و 4 حجم متوازی‌السطوح ساخته شده روی سه بردار 
برابر ۹‏۱‏ است. مقدار m‏ را به دست ‌آورید.

دو مجموعهٔ  و  را در نظر بگیرید. شکل مربوط به مجموعه5ٔ
 را رسم کنید.

دو بردار  و  مفروض‌اند. حاصل  را به دست ‌آورید.6

بردارهای  و  با اندازه‌های ۵‏ و ۴‏ مفروض‌اند. اگر زاویهٔ بین این دو بردار  باشد ‌آنگاه مساحت مثلثی که با دو7

بردار  و  ساخته می‌شود را به دست ‌آورید.

دو بردار  و  مفروض‌اند. اگر بردار  در راستای نیمساز زاویهٔ داخلی8

بین دو بردار  و  باشد، مقدار m‏ را بیابید.

نقاط  و  در رابطهٔ  صدق می‌کنند. مجموع مختصات نقطهٔ M‏ را بیابید.9

،  و  مفروض‌اند.10  ، نقاط 
 اولاً ثابت کنید چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ متوازی‌الاضلاع است.

 ثانیاً فاصلهٔ مرکز ثقل مثلث C‏B‏A‏ از مرکز متوازی‌الاضلاع D‏C‏B‏A‏ را به دست ‌آورید.
 ‌آیا این دو نقطه بر هم منطبق هستند؟

،  و  در دستگاه  مفروض‌اند. معادلات11  ، چهار نقطهٔ 
مشخص‌کنندهٔ سطح محدود به چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ را بنویسید.
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،  و  بردارهای یکهٔ محورهای مختصات باشند، عبارت‌های زیر را12 ،  و  بردارهایی دلخواه و  فرض کنید 
ساده کنید.

الف( 

ب( 

پ( 

ت( 

در فضای دو بعدی  شکل کلی مربوط به هر رابطه را رسم کنید.13
                        ب(  الف(  و 

،  و  به ترتیب ۳‏، ۵‏ و ۶‏ است. حاصل  را به دست ‌آورید.14 در شکل مقابل اندازهٔ بردارهای 

اندازهٔ بردار  را بیابید.15

اگر زاویه بین دو بردار  و  برابر با ۵‏۳‏۱‏ درجه باشد، مقدار n‏ را بیابید.16

بردارهای  و  را درنظر بگیرید.17

الف( زاویه بین دو بردار  و  را به دست ‌آورید.

ب( تصویر قائم بردار  را بر امتداد بردار  به دست ‌آورید.

،  و18 وجه‌های مکعب مستطیل مشخص شده در شکل مقابل، قسمت‌هایی از صفحات به معادلات 
 و  هستند.

الف( مختصات نقطه A‏ را مشخص کنید.
ب( معادلات مربوط به یال D‏A‏ و وجه G‏F‏D‏C‏ را بنویسید.

اگر  و  و  باشند ‌آن‌‌گاه تصویر قائم a‏ بر امتداد  را19
به دست ‌آورید.
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چهار نقطه در دستگاه مختصات مقابل مشخص شده‌اند.20
الف( معادلات مشخص کننده سطح محدود شده به چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ را بنویسید.

ب( معادلات یکی از سطوحی که با سطح D‏C‏B‏A‏ هم‌مساحت و موازی هستند را بنویسید.
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1

ابتدا مختصات دو بردار  و  را پیدا می‌کنیم:2

اگر  زاویهٔ بین بردارهای  و  باشد، ‌آنگاه:

،  و  روی یک خط قرار دارند هرگاه  موازی  باشند، پس باید3 سه نقطهٔ 

مختصات  و  متناسب باشند:                        

پس:                        

. بنابراین 

،  و  برابر  است. پس ابتدا بردار  را به4 حجم متوازی‌السطوح ساخته شده روی بردارهای 

دست می‌آوریم:

بنابراین:

چون حجم متوازی‌السطوح برابر ۹‏۱‏ است، پس:                        
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ابتدا سهمی  را رسم می‌کنیم.5

مختصات نقطهٔ  در نامعادله  صدق می‌کنند، پس ناحیه رنگ شده در شکل زیر مجموعهٔ  است.

از طرف دیگر نمودار سهمی  به صورت زیر است.

مختصات نقطهٔ  در نامعادلهٔ  صدق می‌کنند، پس ناحیهٔ رنگ شده در شکل مجموعهٔ  است.

بنابراین اشتراک دو مجموعهٔ  و  شکل زیر است.
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A(۰, ١)y ≥ x۲S١
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6

نصف اندازهٔ حاصل‌ضرب خارجی دو ضلع مثلث برابر مساحت ‌آن مثلث است.7

بردار  قطر متوازی‌الاضلاعی است که بردارهای  و  دو ضلع مجاور ‌آن هستند. چون  نیمساز است،8

. بنابراین: پس این متوازی‌الاضلاع لوزی است. در نتیجه 

می‌دانیم مختصات  برابر  است، داریم:9

بنابراین:                        

. بنابراین:10 چهارضلعی D‏BC‏A‏ متوازی‌الاضلاع است اگر و فقط اگر 

، در نتیجه D‏C‏B‏A‏ متوازی‌الاضلاع است. در ضمن اگر مرکز ثقل مثلث C‏B‏A‏ نقطهٔ G‏ و مرکز پس 
متوازی‌الاضلاع D‏C‏B‏A‏ نقطهٔ O‏ باشد، ‌آنگاه:

بنابراین:                        
، پس مرکز ثقل مثلث و مرکز متوازی‌الاضلاع بر هم منطبق نیستند. در ضمن 
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، C‏ و D‏ دارای ارتفاع برابر ۳‏ هستند. پس این نقاط روی صفحهٔ  قرار دارند. از طرف دیگر دو نقطهٔ A‏11  ، نقطه‌های 
و B‏ در صفحهٔ  و دو نقطهٔ C‏ و D‏ در صفحهٔ  قرار دارند و نقاط A‏ و C‏ در صفحهٔ  و نقاط B‏ و D‏ در

صفحهٔ  واقع‌اند، در نتیجه معادلات مشخص‌کنندهٔ سطح محدود به چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ به صورت مقابل

است:                        

،  و  را به دست می‌آوریم:12 الف( با استفاده از نمودار چرخشی زیر حاصل‌ضرب خارجی بردارهای 

                        

ب( ابتدا حاصل هر یک از پرانتزها را تعیین می‌کنیم:

پ( از خاصیت پخشی ضرب خارجی روی جمع و تفریق بردارها استفاده می‌کنیم:

ت( همانند قسمت قبل عمل می‌کنیم:
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الف( نمودار  سهمی شکل زیر است.13

پس رابطهٔ  قسمت رنگ شدهٔ شکل مقابل است.                        

در ضمن شکل مربوط به نامعادلهٔ  ناحیهٔ بین دو خط  و  است. بنابراین شکل مربوط به رابطهٔ
 و  به صورت زیر است.

ب( نمودار  سهمی شکل مقابل است.                        

پس رابطهٔ  قسمت رنگ شده در شکل مقابل است.                        

از طرف دیگر خط  را رسم می‌کنیم، پس  نیم‌صفحهٔ پایین این خط است.

بنابراین اشتراک دو شکل فوق شکل مربوط به رابطهٔ  است که در شکل زیر ‌آن را با رنگ مشخص کرده‌ایم.

y = x۲

y ≥ x۲

۰ ≤ x ≤ ۳x = ۰x = ۳
y ≥ x۲۰ ≤ x ≤ ۳

y = x۲

y ≥ x۲

y = ۳y ≤ ۳

≤ y ≤ ۳x۲

5



با توجه به شکل  است، داریم:14

ابتدا با استفاده از خاصیت پخشی ضرب خارجی روی جمع بردارها، بردار داده شده را ساده می‌کنیم.15

اکنون حاصل‌ضرب خارجی بردارهای i‏ و j‏ و k‏ را با نمودار چرخشی زیر به دست می‌آوریم:
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Cos θ = ⇒ − = ⇒ = ١.a
→

b
→

∣
∣ a
→∣

∣
∣

∣
∣ b
→∣

∣
∣

۲–√

۲
۲ − n

×۲–√ ۴ + ١ + n۲
− −−−−−−−

√

n − ۲

+ ۵n۲
− −−−−

√

+ ۵ = − ۴n + ۴ ⇒ n = −n۲ n۲ ١
۴

(الف . = (−۲, ۰, ۲). (۰, ۲, ۲) = ۴ = = ۲a
→

b
→

∣
∣ a
→∣

∣
∣

∣
∣ b
→∣

∣
∣ ۲

–
√

Cos θ = = ⇒ θ = ۶۰°
.a

→
b

→

∣
∣ a
→∣

∣
∣

∣
∣ b
→∣

∣
∣

١
۲

+ = (−۲, ۰, ۲) + (۰, ۲, ۲) = (−۲, ۲, ۴)a
→

b
→

ب ( + ) ' = b = (۰, ۲, ۲) = (۰, ۳, ۳)

⎞

⎠

⎟⎟⎟⎟
a

→
b

→ ( + ).a
→

b
→

b
→

∣

∣
∣ b
→∣

∣
∣
۲

١۲
۸

(الف A(۰, ۴, ۳)

ب AD : CDFG :
⎞

⎠
⎟

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

۰ ≤ x ≤ ۲
y = ۴
z = ۳

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x = ۲
۰ ≤ y ≤ ۴
۰ ≤ z ≤ ۳

6



19= + = (۳ − ١, −۴ + ١, ۲ + ۴) = (۲, −۳, ۶)m
→

b
→

c
→

. = (١)(۲) + (−۳)(−۳) + (۴)(۶) = ۲ + ۹ + ۲۴ = ۳۵m
→

a
→

= + + = ۴ + ۹ + ۳۶ = ۴۹∣
∣m
→∣

∣

۲
۲۲ (−۳)

۲ ۶۲

= = = (۲, −۳, ۶) = (۲, −۳, ۶) = , − ,P
+b

→
c
→ a

→
P

m
→ a

→ .m
→

a
→

∣
∣m
→∣

∣

۲
m
→ ۳۵

۴۹
۵
۷

⎛

⎝
⎜⎜

١۰
۷

١۵
۷

۳۰
۷

⎞

⎠
⎟⎟

7



20 

پاسخ سوال اگر مختصات نقطه‌ی D‏ را تغییر دهیم یعنی به صورت  باشد.

 

(الف A = (۲, ١, ۳) B = (−١, ١, ۳)

C = (۲, −١, ۳) D = (−۳, −١, ۳)

AB = BD =

⎧
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⎨
⎪

⎪

−١ ≤ x ≤ ۲
y = ١
z = ۳

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−۳ ≤ x ≤ − ١
y = x + ۲

z = ۳

DC = CA =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
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y = −١
z = ۳

⎧
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⎨
⎪
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⎪
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⇒ ABCD =

AB = BD =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

−١ ≤ x ≤ ۲
y = ١
z = ۳

⎧

⎩
⎨
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