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فصل اول 

مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایره: درس اول



مفاهیم اولیه در دایره
دایره ای مانند       به مرکز       و به شعاع        را به صورت      : نماد نویسی

.نشان می دهیم

: وضعیت یک نقطه نسبت به یک دایره
نگاه آن اگر فاصله نقطه      از مرکز یک دایره برابر اندازه شعاع دایره باشد، آ( 1

.نقطه روی دایره واقع است و به عکس

COR( , )C O R

A

OA R



، آنگاه اگر فاصله نقطه      از مرکز یک دایره کوچکتر از اندازه شعاع دایره باشد( 2
.آن نقطه درون دایره واقع است و به عکس

د، آنگاه  اگر فاصله نقطه      تا مرکز یک دایره بزرگتر از اندازه شعاع دایره باش( 3
.آن نقطه بیرون دایره واقع است و به عکس

A

OA R

A



وضعیت یک خط نسبت به یک دایره
ن خط بر اگر فاصله مرکز دایره ای تا یک خط مانند        برابر شعاع دایره باشد آنگاه آ( 1

.دایره مماس است و به عکس
با به عبارت دیگر خطی بر دایره ای مماس است اگر و تنها اگر این خط در نقطه تماس

.  دایره بر شعاع گذرنده از نقطه تماس عمود باشد

d

OH R



و دایرهاگر فاصله مرکز دایره ای از یک خط کمتر از اندازه شعاع باشد آنگاه خط( 2
.را متقاطع گوییم و به عکس

نگاه  اگر فاصله مرکز دایره ای از خطی مانند       بزرگتر از اندازه شعاع باشد،آ( 3
.و به عکس( نقطه مشترک ندارد ) خط      دایره را قطع نمی کند، 

OH R

d
d

OH R



:تعاریف چند مفهوم در دایره
.دباشپاره خطی که یک سر آن مرکز و سر دیگر آن نقطه ای روی دایره: شعاع دایره( 1

.پاره خطی که دو سر آن روی دایره باشد: وتر دایره( 2

.وتری که از مرکز دایره بگذرد: قطر دایره( 3

:OA شعاع

:AB وتر

:AB قطر



.بر مرکز دایره واقع باشدزاویه ای که راس آن: زاویه مرکزی( 4

زاویه ای که راس آن روی دایره و اضلاع آن شامل دو وتر از یک :زاویه محاطی( 5
.دایره باشد



زاویه ای که راس آن روی دایره و یکی از اضلاع آن مماس بر دایره و: زاویه ظلی( 6
.ضلع دیگر آن شامل وتری از دایره باشد

نقطه یک کمان دایره شامل دو نقطه متمایز روی دایره و تمام نقاط بین آن دو: کمان( 7
.است

نام گذاری یک کمان در: قرارداد
شکل فوق انجام شده است که جهت
نامگذاری درآن خلاف عقربه های 

.می باشدساعت



زیلازم به ذکر است که اندازه هر کمان بر حسب درجه با اندازه زاویه مرک: اندازه کمان( 8
.مقابل آن کمان برابر است

شودبرای محاسبه طول کمان در یک دایره از یک تناسب ساده استفاده می: طول کمان( 9
:مثلا در شکل زیر اگر طول کمان را برابر       بگیریم، آنگاه داریم

AB O 1 و BA O   1360
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360 2
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



اگر اندازه کمانی برابر            باشد، آنگاه طول این کمان را 6در دایره ای به شعاع : مثال
.  بدست آورید

.ناحیه محصور بین دو شعاع و دایره را یک قطاع دایره گوییم: قطاع( 10
: آیدلازم به ذکر است که مساحت قطاع                 در یک دایره از یک تناسب ساده بدست می

60

( )( )R
L

  
  
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زاویه مرکزی مساحت قطاع



را با فرض8مساحت قطاع متناظر با کمان              در یک دایره به شعاع : مثال
.  بدست آورید

ABAB  45

45

( ) ( )R
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  
  

2 28 45
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.ییمناحیه محصور بین وتر و کمان نظیر آن وتر در یک دایره را یک قطعه گو: قطعه( 11

باشد در این صورت مساحت قطعه4اگر اندازه وتر           برابر 4در یک دایره به شعاع : مثال
.متناظر با کمان              را در این دایره بدست آورید AB

AB

OA OB AB O     14 60

( ) ( )
( )

R
S R

   
     
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4 4 3
360 4 360 4 مساحت قطعه3

1



اثبات چند قضیه
.کمان های نظیر دو وتر مساوی در هر دایره با هم مساوی اند و به عکس: 1قضیه 

:  با توجه به شکل باید درستی رابطه زیر را نشان دهیم: اثبات

:بدین منظور دو حالت در نظر می گیریم
حالت اول؛

حالت دوم؛  
AB CD O A B O C D O O AB CD      1 2

AB CD AB CD  

(ض ض ض)

AB CD O O O A B O C D AB CD      1 2
(ض ز ض)



.قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمان های نظیر آن وتر را نصف می کند: 2قضیه

: با توجه به شکل باید درستی رابطه زیر را اثبات کنیم: اثبات

بدین منظور؛

,CD AB AC CB AH BH   

O O AC CB
AH BHCD AB H H O B H O A H
  



       



1 2
1 2 90

عوتر و یک ضل



ت و  در هر دایره، اگر قطری از دایره، یک وتر را نصف کند آنگاه بر آن وتر عمود اس: 3قضیه 
.کمان نظیرآن وتر را نصف می کند

:با توجه به شکل باید درستی رابطه زیر را اثبات کنیم: اثبات

بدین منظور؛ 

,BH AH H AC CB    1 90

, ,BH AH O A H O B H H H O O H AC CB         21 2 1 1 90
(ض ض ض)



مان در هر دایره،اگر قطری از دایره، یک کمان را نصف کند آنگاه بر وتر نظیر آن ک: 4قضیه 
.عمود است وآن وتر را نیز نصف می کند

:با توجه به شکل باید درستی رابطه زیر را نشان دهیم: اثبات

بدین منظور؛

,AC CB H AH BH    1 90

,AC CB O O O A H O B H H H BH AH         1 21 2 90
(ض ز ض)



: چند مثال
ازۀ  در شکل زیر اگر طول وتر            برابر شعاع دایره باشد، طول               رابر حسب اند-1

.شعاع دایره، بدست آورید

جه      مثلث                   متساوی الاضلاع است لذا                     در نتیجه                          و در نتی: حل AB  60 O A BO  60

AB

( )R R R
AB

   
  

60
180 180 3
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AB



باشد، آنگاه طول وتر             10در دایره                          اگر فاصله مرکز دایره از وتر           برابر -2
.را بدست آورید

با توجه به شکل از اینکه            عمود بر           است،: حل
.لذا            وتر را نصف می کند

AB ( , )C O 26AB

AB
AB OH

( )( ) ( )( )AB BH       2 22 2 26 10 2 26 10 26 10 2 4 6 48



در دو دایره هم مرکز اگر طول وتری که از دایره بزرگتر رسم می شود و بر دایره-3
باشد، آنگاه اندازه شعاع5و اندازه شعاع دایره بزرگترمساوی 8کوچکتر مماس باشد برابر 

.دایره کوچکتر را بدست آورید
:  با توجه به شکل و مفروضات مساله داریم: حل

.است3بنابراین اندازه دایره کوچکتر برابر 

,
AB

BH OB

OH OB BH

  

    2 2 2 2

4 5
2

5 4 3



. اندازه هر زاویه محاطی برابر است با نصف کمان مقابل به آن زاویه:5قضیه 
اگر یک ضلع زاویه قطری از دایره باشد در این صورت با توجه به شکل؛: حالت اول

OA OB O A B A B   

O A B

ینمثلث متساوی الساق

BC
O A B A BC A A      1 2 2

2
زاویه خارجی مثلث

1



:اگر مرکز دایره بین دو ضلع زاویه باشد: حالت دوم

: اگر مرکز دایره خارج از ناحیه بین دوضلع زاویه باشد: حالت سوم

BD DC BC
BAC A A    1 2

2 2 2

BD CD BC
BAC BAD C AD    

2 2 2

حالت اول

حالت اول



.اویهدر هر دایره، اندازه هر زاویه ظلی برابر است با نصف اندازه کمان مقابل به آن ز: 6قضیه 

:با توجه به شکل قطر گذرنده از       را رسم می کنیم: اثبات

DA DB DA DB BA
C AB C AD B AD BAD


        90

2 2 2 2

A



.کمان های محصور بین دو وتر موازی، با هم مساوی اند و به عکس: 7قضیه 

:  باید با توجه به شکل درستی رابطه زیر را نشان دهیم: اثبات

بدین منظور؛

AB CD BC DA 

DA BC
AB CD B D DA BC     

2 2



ندر هر دایره اگر وتری با یک خط مماس موازی باشد، آنگاه کمان های محصور بی: 8قضیه 
.آنها نیز با هم برابرند و به عکس

.کسبا توجه به شکل باید نشان دهیم اگر                    باشد آنگاه                         و به ع: اثبات
بدین منظور؛

d ABMA BM

BM MA
d AB M B BM MA     1

2 2



آندر هر دایره زاویه بین دو وتر برابر است با نصف حاصل جمع کمان های مقابل به: 9قضیه 
.زاویه

:  با توجه به شکل،باید نشان دهیم: اثبات

Mبا توجه به شکل             زاویه خارجی در مثلث                    است لذا؛بدین منظور؛ 1

BD AC
M


1

2
M D A

AC BD AC BD
M D A


    1

2 2 2



دازهدر هر دایره زاویه بین امتداد دو وتر برابر است با نصف قدر مطلق تفاضل ان: 10قضیه 
. کمان های مقابل به آن زاویه

:با توجه به شکل، باید نشان دهیم: اثبات 

.بدین منظور با توجه به شکل            زاویه خارجی                    است
لذا؛    




BC DA
M

2

BC DA BC DA
A M C M M


      1

2 2 2

A1MAC



کتاب درسی17و 16حل تمرینات صفحه 
. در هر یک از شکل های زیر ثابت کنید( 1

(  الف

لذا؛. در مثلث                   زاویه         خارجی است:حل

AB BA
M




2

A1 A B M

AB BA AB BA
A M B M A B


       1 1 11 2 2 2



(ب

:را موازی             رسم می کنیم در نتیجه: حل

CB BA
M




2

ADMB

A M CD CB DB CB BA
M A

DB BA

   
    



1
1

2 2 2



.در شکل مقابل اندازه زاویه       را بدست آورید( 2

:حل



,CD x BA y

x y

x y
y

x y x y



 


  

   
   





31 622 60
182

91
2

30 در نتیجه



در شکل زیر اضلاع زاویه های         و          بر دایره مماس اند اندازه زاویه         را بدست( 3
.  آورید

با فرض                        ،                             ،: حل
و                      داریم؛  

C BA1

PN z

QP y MQ x

NM t

  


   
   



x z t y
B

B C x z
x y z t

C

2

2

MQ PN x z B C
A

   
    1

80 70
75

2 2 2 2



.در دایره رسم شده          مرکز دایره و                      ، اندازه کمان              را بدست آورید( 4

:حل

CD AB CA BD x

A O x x x

DC x

  

        

    

2

75 2 75 25

180 4 180 100 80

DC CD AB O



.در شکل مقابل           قطری از دایره است و وترهای             و            موازی اند( 5

: ثابت کنید

:حل

ABACBD

AC BD AD BC 

CA BC AD DB AC DB      180 180

AC BD



.در شکل زیر       مرکز دایره و اندازه             برابر شعاع دایره است ثابت کنید( 6

:با توجه به مفروضات در شکل داریم :حل

Ox y 3 MA

OA OB B A

OA MA R O M y

A O M y B y

x B M y y y

   


    

    

    

1

1

1 1 2 2

2 3



تدر دایره                       ،                           و                         فاصله           از وتر            را بدس( 7
.آورید

در نتیجه                                 لذا مثلث :                              حل
متساوی الساقین                  متساوی الاضلاع است لذا  

:      در نتیجه

( , )C O RAB  60AB 10OAB

AB  60AO B  60
O A BOB 10

OH OB BH     2 2 100 25 75 5 3



یکتر است و ثابت کنید در هر دایره از دو وتر نابرابر آن یکی بزرگتر است که به مرکز نزد( 8
.به عکس

.با توجه به شکل باید درستی رابطه زیر را اثبات کنیم: حل

OH OH AB CD

OH OH OH OH R OH R OH

AH CH AH CH AB CD

  

        

      

2 2 2 2 2 2

2 2



فصل اول 
رابطه های طولی در دایره: درس دوم



روابط طولی در دایره
.برای به دست آوردن چند رابطه طولی در دایره به اثبات قضایای زیر می پردازیم

:در هر دایره اگر دو وتر           و            در نقطه         متقاطع باشند آنگاه: 1قضیه 

باتوجه به شکل در دو مثلث                و                داریم؛: اثبات

ABCDM

MA MB MC MD  

M A DMB C

 ز ز،
DB

A C
MA MD

M A D M B C MA MB MC MD
MC MBCA

B D


 


      


 

2

2



:  در هر دایره اگر امتداد دو وتر          و           در نقطه         متقاطع باشند آنگاه: 2قضیه 

داریم؛باتوجه به شکل در دو مثلث                  و               : اثبات

ABCDM

MA MB MC MD  

M A C M B D

 ز DAز،
B C MA MC

M BD MA C MA MB MC MD
MD MB

M M


 

      




2



مهرگاه         نقطه ای بیرون دایره باشد و از         مماس و قاطعی نسبت به دایره رس: 3قضیه 
.  کنیم، مربع اندازه مماس برابر است با حاصل ضرب اندازه های دو قطعه قاطع

.یعنی طول مماس واسطه هندسی بین دو قطعه قاطع است

باتوجه به شکل در دو مثلث                 و               داریم؛: اثبات

.  در نتیجه                                       لذا                                                       و حکم برقرار است

M M

M ATM BT

 ز ز،
M M

MAT MBTAT
B T

 



 


1 2

MT MA

MB MT
MT MA MB 2



ا مقادیر        و         ر. در شکل زیر از نقطه         مماس و قاطعی بر دایره رسم شده است:1مثال 
.محاسبه کنید

:  با توجه به قضایای فوق: حل

y x A

CD CB CE CF

x x

  

   3 2 9 6

 AT AB AD y y        2 2 6 6 9 90 3 10



طریقه رسم مماس بر دایره از نقطه ای خارج آن دایره؛
ه  بفرض نقطه        خارج دایره                     باشد در این صورت برای رسم مماس از          بر دایر

اطکه این دایره جدید، دایره                    را  در نق. ابتدا دایره ای به قطر            رسم می کنیم
.و       قطع می کند،             و               بر دایره                     مماس اند

M ,C O R

MT 

OM

T 

M

MT T ,C O R
 ,C O R



.طول مماس های رسم شده از هر نقطه خارج دایره بر آن دایره با هم مساوی اند:4قضیه 

ورت دوبا توجه به شکل اگر            و              مماس های رسم شده بر دایره باشد در این ص: اثبات
مثلث قائم الزاویه                   و                  بنا به حالت وتر و یک ضلع همنهشت اند؛

:   در نتیجه

MTMT 

M TOMOT 

MT MT 



مماس مشترک دو دایره
:خط یا پاره خطی که بردو دایره مماس باشد را مماس مشترک دو دایره گوییم: تعریف

مماس مشترک خارجی دو دایره( 1
طرف  اگر خطی یا پاره خطی بر دو دایره مماس باشد به طوری که این دو دایره در یک: تعریف

.خط مماس واقع باشند آنگاه این خط مماس را مماس مشترک خارجی دو دایره گوییم



مماس مشترک داخلی دو دایره( 2
اگر خطی یا پاره خطی بر دو دایره مماس باشد به طوری که این دو دایره در دو: تعریف

.یمطرف خط مماس واقع باشند آنگاه این خط مماس را مماس مشترک داخلی دو دایره گوی



طریقه رسم مماس مشترک خارجی دو دایره
دو دایره متخارج                      و                        را با فرض                 و                     در نظر می گیریم
در این صورت برای رسم مماس مشترک خارجی ابتدا دایره ای به مرکز          و به شعاع               

.رسم می کنیم سپس از         نیم خط           را مماس بر دایره جدید رسم می کنیم
را به         وصل می کنیم و امتداد می دهیم تا دایره                      را در نقطه ای مانند  
قطع کند پاره خط           را موازی            رسم می کنیم این پاره خط           بر هر دو دایره

.مماس است و جواب مساله است

 ,C O R  R R OO d   ,C O R

OR R 
O O H

OH ,C O RT

TT O HTT 



طول مماس مشترک خارجی این دو دایره از رابطه زیر بدست می آید در مثلث قائم الزاویه
:داریم

مماس برون اند طول مماس مشترک خارجی این دو دایره را  9و 4دو دایره به شعاع های : 2مثال 
.بدست آورید

O O H

   OO OH O H d R R TT TT d R R              
2 22 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )TT d R R R R R R             2 2 2 2 2 213 5 144 12



دو دایره به شعاع های         و        مماس خارج اند نشان دهید طول مماس مشترک  : 3مثال 
:خارجی این دو دایره از رابطه زیر بدست می آید

دو دایره مماس خارج اند، اگر و  : نتیجه
تنها اگر طول مماس مشترک خارجی،  

.واسطه هندسی طول دو قطر باشد

R  R

( ) ( ) ( )

TT RR

TT d R R R R R R RR RR

 

             2 2 2 2

2

4 2



طریقه رسم مماس مشترک داخلی دو دایره
نظر می گیریم در و                    را با فرض              و                      دو دایره متخارج                     

ابتدا دایره ای به مرکز        و به شعاع              داخلی، این صورت برای رسم مماس مشترک در 
ه         برا مماس بر دایره جدید رسم می کنیم       را نیم خط           می کنیم سپس از       رسم 

کند پاره خط           را موازیقطع را در نقطه ای مانند       دایره                     می کنیم تا وصل 
.مساله استجواب می کنیم این پاره خط         بر هر دو دایره مماس است و رسم 

طول مماس مشترک داخلی دو دایره با توجه
:به شکل فوق از رابطه زیر بدست می آید

 ,C O R ,C O R  R R OO d 

OR R 

 ,C O R

OH O H O 
TTT O H

TT 

( )TT d R R   2 2



مفروض اند، طول مماس مشترک13خط المرکزین طول با 7و 5دو دایره به شعاع های : 4مثال 
.داخلی این دو دایره را بدست آورید

 TT d R R       
22 2 213 12 25 5



حالت های دو دایره نسبت به هم
دو دایره                     و                         را با فرض                   و                      در نظر می گیریم 

.حالتهای مختلف این دو دایره به شرح زیر است
.اگر                         باشد آنگاه دو دایره متخارج اند( 1

.اگر                           باشد آنگاه دو دایره مماس برون اند( 2

 ,C O R ,C O R  R R OO d 

d R R  

d R R  



.اگر                                              باشد آنگاه دو دایره متقاطع اند( 3

.اگر                            باشد آنگاه دو دایره مماس درون اند( 4

R R d R R    

d R R  



.باشد آنگاه دو دایره متداخل انداگر                        ( 5

.اگر             آنگاه دو دایره هم مرکزند( 6

d R R  

d 0



کتاب درسی23حل تمرینات صفحه 
تقسیم2به 1سانتی متر را به نسبت 9در دایره                      وتر        ، وتر           به طول (1

.اگر                    آنگاه وتر         وتر         را به چه نسبتی تقسیم می کند. کرده است

باتوجه به مفروضات اگر                     باشد، آنگاه                           : حل
:در نتیجه

.تقسیم کرده است9به 2لذا وتر           وتر         را به نسبت 

 ,C O RCD

AB 11AB CD

AB

DM x

 

  

  

        

x x

DM MC AM MB

y y y y y
2

3 9 3

3 6 11 11 18 0 2

MC x 2

CDAB



همچنین خط. از نقطه          در خارج دایره ای مماس         به طول                بر آن رسم کرده ایم( 2
د، راستی از      گذرانده ایم که دایره را در دو نقطه       و        قطع کرده است اگر                    باش

.        کنیدآنگاه طول های        و          تعیین 

:حل

C

10 3
B

PPA

PC

PBC  20
PB

( ) ( )

,

PA PB PC

x x

x x x

PC PB

 

 

    

 

2

2

2

10 3 20

20 300 0 10

30 10 در نتیجه



اگر                در شکل مقابل دو دایره بر هم مماس و دو قطر          و          از دایره بزرگتر بر هم عمودند( 3
.و                      باشد آنگاه اندازه شعاع های دو دایره را بدست آورید

:  با فرض                                   و                    داریم: حل

.است17و شعاع دایره کوچکتر 25لذا شعاع دایره بزرگتر 

CD AB

DN 10 AM 16

OM y ON ON x 

OA OD y x x y       16 10 6

( ) ( )

,

OM OB ON ON y y y

y y y y y x

       

      

2

2 2

16 6

16 12 36 9 15



اسمطابق شکل مقابل، تمام دایره ها در نقطه       بر هم مماس اند و از نقطه            روی مم( 4
.مشترک آنها بر دایره ها مماس رسم کرده ایم ثابت کنید

از نقطه        بر دایره کوچکتر دو مماس : حل
.رسم شده لذا طول مماس ها برابرند

و با استدلالی مشابه

و نتیجه

T

MT MT MT MT  1 2 3 4

M

M

, ,MT MT MT MT MT MT  4 2 1

MT MT 3

MT MT MT MT  1 2 3 4



طول شعاع های دو دایره متخارج را به دست آورید که طول مماس مشترک خارجی آنها ( 5
8مساوی            و طول مماس مشترک داخلی آنها            و طول خط المرکزین آنها مساوی 

.واحد است
15 3 7

( ) ( )

( )*

( ) ( ) ( )

( )**

, ,* **

d R R R R

R R

d R R R R

R R

R R

       

 

       

 

  

22 2 2

2 2 2 2

15 64 15

7

3 7 64 63

1

4 3



ایره  سه دایره به شعاع های برابر     دو به دو بر هم مماس اند مطابق شکل مقابل این سه د( 6
ان دهید به وسیله نخی بسته شده اند نشان دهید طول این نخ برابر                             همچنین نش

.مساحت ناحیه بین این سه دایره برابر                                محدود است

:  حل

r
r r6 2

( )r


2 3
2

( ) ( ( ))TT T T r r r r        
1

3 3 2 2 6 2
3

مساحت ناحیه مجموع مساحت های  
سه قطاع

( ) ( )ABC
r r

S r r r
  

      
2 2

2 2 23
2 3 3

4 2 2 2

نخطول



سانتی متر و مساحت ناحیه محدود بین آنها2طول خط المرکزین دو دایره مماس درونی ( 7
.طول شعاع های دو دایره را بدست آورید. سانتی متر مربع است

با توجه به شکل؛: حل

R,در نتیجه                                لذا R  3 5

OO R R

R R R R  

    

     2 2 2 2

2 2

16 16

16

R R   8



.مفروض است، مساحت ناحیه سایه زده را حساب کنید4مطابق شکل دایره ای به شعاع ( 8

ه زیر مساحت قطعه متناظر به کمان مذکور یا زاویه مقابل به          در این دایره از رابط: حل
به دست می آید؛ 

60

( )
( )

 
   

2
24 3 8

4 4 3
6 4 3

دهمساحت ناحیه سایه ز



فصل اول
چند ضلعی های محاطی و محیطی: درس سوم



چند ضلعی های محاطی و محیطی

چند ضلعی محاطی( 1
.ذردیک چند ضلعی را محاطی گوییم هرگاه دایره ای باشد که از تمام رئوس آن بگ: تعریف

.که در این صورت دایره را دایره محیطی چند ضلعی گوییم
.در شکل زیر پنج ضلعی                         یک پنج ضلعی محاطی است: 1مثال  ABCDE



کیک چند ضلعی محاطی است اگر و فقط اگر عمود منصف های همه اضلاع آن در ی: 1قضیه 
.نقطه همرس باشند

.برای سادگی، قضیه را در یک پنج ضلعی اثبات می کنیم: اثبات
بهبفرض پنج ضلعی زیر محاطی باشد در نتیجه تمام رئوس آن در یک دایره به مرکز          و

شعاع        قرار می گیرد با توجه به شکل؛  

سیدر نتیجه نقطه         روی عمود منصف اضلاع پنج ضلعی قرار دارد یعنی        نقطه همر
.عمود منصف اضلاع است در نتیجه حکم برقرار است

O O

OA OB OC OD OE   

R
O



اشد در  حال گیریم عمود منصف اضلاع پنج ضلعی                          در یک نقطه به نام       همرس ب
یره ای به نتیجه فاصله نقطه        از تمام رئوس به یک اندازه ثابت           است لذا کافی است دا

پنج ضلعی مرکز       و به شعاع           رسم کنیم این دایره از تمام رئوس پنج ضلعی می گذرد لذا
.مذکور محاطی است

.و اثبات برای هر چند ضلعی دلخواه نیز به طور مشابه است

OA O

O ABCDE

OA O



چند ضلعی محیطی( 2
ضلعی یک چند ضلعی را محیطی گوییم هرگاه دایره ای باشد که بر تمام اضلاع چند: تعریف

.مماس باشد در این صورت این دایره را، دایره محاطی این چند ضلعی گوییم

اطی  در شکل زیر پنج ضلعی                        پنج ضلعی محیطی و دایره                   دایره مح:2مثال 
.است

ABCDE( , )C O r



یک چند ضلعی محیطی است اگر و فقط اگر تمام نیمسازهای زاویه های آن در یک: 2قضیه 
.نقطه همرس باشند

ضلعی دیگر برای سادگی قضیه را برای یک پنج ضلعی اثبات می کنیم و اثبات در هر چند: اثبات
.به طور مشابه انجام می گیرد

ماس بفرض چند ضلعی                         محیطی باشد در نتیجه تمام اضلاع آن بر دایره                    م
:  است لذا

با توجه به شکل فاصله مرکز دایره از تمام  
اضلاع به یک فاصله است پس نقطه        روی 

نیمساز زاویه های داخلی چند ضلعی واقع
است یعنی نیمساز زاویه های چند ضلعی در

.نقطه         همرس اند

( , )C O r ABCDE

...OH OH OH r   1 2 5

O

O



د لذا  حال گیریم تمام نیمساز زاویه های داخلی پنج ضلعی                       در نقطه        همرس باش
به مرکز       فاصله نقطه       از تمامی اضلاع به یک اندازه ثابت             است لذا کافی است دایره ای

ج ضلعی و به شعاع             رسم کنیم این دایره بر تمام اضلاع پنج ضلعی مماس است لذا پن
.مذکور محیطی است

O

ABCDE

O

O

OH

OH



:  نتایج
.هر مثلث یک سه ضلعی محاطی است زیرا عمود منصف اضلاع در آن همرس اند( 1

.دهر مثلث یک سه ضلعی محیطی است زیرا نیمساز زاویه های داخلی هر مثلث همرس ان(2



رابر        بفرض در یک چند ضلعی محیطی مساحت       و محیط           و شعاع دایره محاطی ب: 3مثال 
:باشد ثابت کنید

ر است که برای سادگی مساله را در یک پنج ضلعی محیطی اثبات می کنیم و لازم به ذک: اثبات
.اثبات برای هر چند ضلعی محیطی دیگر نیز به طور مشابه انجام می گیرد

:با توجه به شکل

p2 S
rS rP

...

...

...

( )

OAB OAE
S S S

OH AB OH AE

r AB r AE

r p rp

  

    

    

 

1 5
1 1
2 2
1 1
2 2
1

2
2



ا  در هر مثلث نیمساز های دو زاویه خارجی و زاویه داخلی غیر مجاور همرس اند، لذ: تذکر
به . اشدمی توان دایره ای رسم کرد که بر یک ضلع و بر امتداد دو ضلع دیگر مثلث مماس ب

ر در شکل ذیل دایره محاطی خارجی نظی. این دایره، دایره محاطی خارجی مثلث گوییم
م و  ضلع                      یا راس          رسم شده است لذا شعاع این دایره را با         نشان می دهی

ومحاطی خارجی دیگر نظیر رئوس       و      یا اضلاع                  به طور مشابه دو دایره

.وجود دارد که به ترتیب شعاع این دایره هارا نیز با       و       نشان می دهیم

Aar BC a
C

br
AC b BAB c

cr



در مثلث                 با مساحت         و محیط         اگر شعاع دایره محاطی خارجی نظیر:3قضیه 
:رئوس        ، را         نشان دهیم؛ آنگاه

:  با توجه به شکل با فرض                   ،                     و                    داریم: اثبات

A

p2 S

ar
ABC

a
S

r
p a



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در مثلث                با مساحت         و محیط         اگر شعاع دایره محاطی خارجی نظیر: نتیجه
: رئوس        و         را با            و         نشان دهیم داریم 

را 8اندازه شعاع دایره محاطی داخلی و خارجی یک مثلث متساوی الاضلاع به ضلع : 4مثال 
.بدست آورید

:  حل

لازم به ذکر است که در مثلث متساوی الاضلاع 
.اندازه های        و      نیز با اندازه       برابر است

Sp2 ABC

Bcr Cbr
b

S
r

p b



c

S
r

p c



,

( ) ( )r h a   
1 1 3 3 4 3

8
3 3 2 6 3

brcrar

a

a
S

r a
p a

a

   


23
34 4 3

1 2
2



.یک چهارضلعی محاطی است اگر و تنها اگر دو زاویه مقابل آن مکمل باشد: 4قضیه 
بفرض چهار ضلعی                      محاطی باشد با توجه به شکل؛: اثبات

.                  و به طور مشابه                                 لذا زاویه های مقابل مکمل اند و حکم برقرار است

BD DB
A C


    

360
180

2 2 2

ABCD

B D  180



حال گیریم در یک چهارضلعی                     زاویه های رو برو مکمل باشد و چهارضلعی                  
ره می  در نتیجه چون از هر سه نقطه غیر واقع بر یک خط یک دای( برهان خلف) محاطی نباشد 

از       حال گیریم دایره         از نقاط          ،         و        بگذرد و( زیرا هر مثلث محاطی است ) گذرد 
:نگذرد در نتیجه با توجه به شکل چهارضلعی                    محاطی است پس

از طرفی طبق فرض                             لذا                    و این غیرممکن است،                       
.  لذا فرض خلف باطل و اثبات تمام است

ABCD

A BCD
C1

ABCD

BCD
A  A C1 180

A A 1 A C 180

.از        بگذردشده، در نتیجه باید دایره رسم  A



ابر  یک چهارضلعی محیطی است اگر و فقط اگر مجموع اندازه های دو ضلع مقابل، بر: 5قضیه 
.مجموع اندازه های دو ضلع مقابل دیگر باشند

:بفرض چهارضلعی                     محیطی باشد در نتیجه با توجه به شکل داریم: اثبات ABCD

( ) ( )

( ) ( )

AD BC AQ QD BN NC

AM DP MB PC

AB DC

    

   

 



م  حال گیریم در چهارضلعی                    داشته باشیم                                                   نشان می دهی
.چهارضلعی محیطی است بدین منظور از برهان خلف استفاده می کنیم

نیمساز دو زاویه        و       در نقطه         متقاطع اند لذا  
فاصله          از سه ضلع زاویه به یک فاصله است لذا اگر  

دایره ای به مرکز     و به شعاع            رسم کنیم بر سه ضلع
چهارضلعی یعنی            و           و          مماس است فرض  

لذا اگر از         ( فرض خلف)کنیم بر          مماس نباشد 
پاره خط            را مماس بر دایره رسم کنیم چهار ضلعی 

محیطی است لذا  
            )*(

AD BC AB DC   ABCD

CD 
ABCD 

C DC
AD BC AB

OOM

O

O B A

AB D C AD BC   



طبق فرض

:داریم)*( لذا با توجه به رابطه 

تر  زیرا در هر مثلث مجموع اندازه های دو ضلع از اندازه ضلع سوم بزرگ)و این غیر ممکن است
.لذا باید              نیز بر دایره مماس باشد( است

AD BC AB DC

AD D D BC AB DC

  

    

AB D C D D AB DC D C D D DC         

DC



:  5مثال 
.در جدول زیر چهارضلعی های داده شده را از نظر محاطی و محیطی بودن مشخص کنید

چند ضلعی منتظم  
ندازه  یک چند ضلعی محدب را منتظم گوییم هرگاه طول تمام ضلع های آن  برابر و ا: تعریف

.تمام زاویه های آن نیز با هم مساوی باشد

متوازی مستطیللوزیمربع
الاضلاع

چند ضلعیذوزنقهکایت

محاطی---*-*

محیطی-*--**



.مثلث متساوی الاضلاع سه ضلعی منتظم و مربع چهارضلعی منتظم است: 6مثال 

.هر چند ضلعی منتظم، هم محاطی و هم محیطی است: 6قضیه 
ر چند ضلعی برای سادگی قضیه را در پنج ضلع های منتظم ثابت می کنیم و اثبات برای ه: اثبات

.منتظم دیگر به طور مشابه است
منصف  بدین منظور فرض کنیم اندازه هر زاویه پنج ضلعی                           برابر         باشد عمود

BCهای دو ضلع           و          در نقطه          متقاطع اند بنابر این؛
2 ABCDE

AB

OA OB OC 

O



:همنهشت اند در نتیجه( ض ض ض)از طرفی دو مثلث                 و                بنا به حالت 

:به طور مشابه                                      در نتیجه

ه از لذا فاصله          از راس های چند ضلعی به یک اندازه است پس         مرکز دایره ای است ک
است        تمام راس های چند ضلعی می گذرد و به همین ترتیب        از تمام ضلع ها به یک فاصله

جه می  پس مرکز دایره ای است که بر تمام ضلع های چند ضلعی منتظم مماس است، پس نتی
.گیریم چندضلعی محاطی و محیطی است

OAB OBA OBC OCB    

OBC OAB

OBC OCA

. . .OAB OBC OC B  

O O

O



31، 30، 29تمرین های صفحه های 
.ثابت کنید یک ذوزنقه، محاطی است، اگر و تنها اگر متساوی الساقین باشد(1

ای بفرض ذوزنقه                    محاطی باشد در نتیجه چون در هر چهارضلعی محاطی زاویه ه: حل
از طرفی)*(                                 روبرو مکمل اند لذا 

  )**(

*و ** 

.در نتیجه ذوزنقه متساوی الساقین است

A C 180
ABCD

AD BC A B  180

B C 



زی   مواحال گیریم ذوزنقه                    متساوی الساقین باشد لذا                    از طرفی با توجه به
:بودن            و            داریم

:در نتیجه

.چون زاویه های مقابل مکمل اند لذا چهارضلعی محاطی است

,A CB D   180 180
BC AD

B C ABCD

,A BC D   180 180



.ه باشدمساحت مثلث متساوی الاضلاعی را بدست آورید که در دایره ای به شعاع      محاط شد(2
ی باشد با باتوجه به اینکه مرکز دایره محیطی مثلث نقطه همرسی میانه ها و ارتفاع ها نیز م: حل

Oاشد وتوجه به شکل اگر، مثلث متساوی الاضلاع               در یک دایره محاط شود و          ارتفاع ب

مرکز دایره محیطی باشد آنگاه 

r

ABC

( )

r
OA AH r h h

r
S h r

    

  
2

2 2

2 2 3
3 3 2

3 3 9 3 3
3 3 4 4

AH



دیگر را روی  ثابت کنید عمود منصف یک ضلع هر مثلث و نیمساز زاویه مقابل به آن ضلع، یک( 3
.دایره محیطی مثلث قطع می کنند

قطه       بفرض مثلث               در این دایره محاط شده و نیمساز زاویه       دایره محیطی را در ن: حل
Dقطع کند در نتیجه:

د  پس         روی عمو. یعنی فاصله نقطه        از دو سر پاره خط           و          به یک اندازه است
ع  منصف            واقع است یعنی عمود منصف             و نیمساز زاویه         در نقطه          متقاط

.  اند، و حکم برقرار است

A A BD DC BD CD    1 2

A ABC

D DC B
BCAD BC



ا میانگین ثابت کنید مساحت این ذوزنقه برابر است ب. یک ذوزنقه، هم محیطی است و هم محاطی( 4
.حسابی دو قاعده آن ضرب در میانگین هندسی آنها

:حل
ی الساقین  چون ذوزنقه محاطی است لذا باید متساوی الساقین باشد بفرض ذوزنقه                   متساو

باشد به طوری که؛

,

AB DC C

BC a AD b

 

 

ABCD



لذادر نتیجه چون ذوزنقه محیطی هم است 

از طرفی با توجه به شکل  

اعده به عبارت دیگر در ذوزنقه محاطی و محیطی اندازه ارتفاع با میانگین هندسی طول دو ق
.برابر است

a b
c a b c


   2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )ABCD

a b
BH H C BH b a BH

a b a b
AH AB BH ab

S AD BC AH a b ab


     

 
    

    

2 2 2 2

2
2

2 2
1 1
2 2



اگر        ،       و        شعاع های سه دایره محاطی خارجی مثلث و     شعاع دایره محاطی داخلی( 5
.باشد، نشان دهید

:حل

:به همین ترتیب اگر        ،        و        اندازه های سه ارتفاع باشند، نشان دهید

:حل

r

a b c

p a p b p c p p p p

r r r s s s s s rp r

   
        

1 1 1 3 2 1

cr arbr

ch ah
bh

a b c

a b c p p p

s s sh h h s s s rp r

a b c

 
         

1 1 1 1 1 1 2 1
2 2 2 2 2

a b ch h h r
  

1 1 1 1

a b cr r r r
  

1 1 1 1



اگر نقاط تماس دایره محاطی داخلی مثلث              با اضلاع آن       و       و      باشند و       و( 6
:نقطه های تماس یک دایره محاطی خارجی با خط های شامل دو ضلع باشند، نشان دهید

MNPTT  ABC



(1
:حل

( ) ( )

( )

( )

( )

AB AC BC P

AN NB AM MC BC P

AN AM NB MC BC P

AN AM BP PC BC p

AN AM BC BC P

AN AM p a

AN AM AM p a AM p a

AN AM P a

  

    

    

    

   

  

      

  

2

2

2

2

2

2 2

2 2

)*(

)*(

هدر نتیج

AN AM P a  



(2

:لذا به طور مشابه
(3

,BN BP P b CM CP P C     

,BN BP P b CM CP P c     
AT AT p 

( ) ( )

'

AB AC BC P

AB AC BQ QC p

AB AC BT CT p

AB BT AC CT P

AT AT p

AT AT AT p AT p

AT AT p

  

   

   

   

 

    

 

2

2

2

2

2

2 2

)*(

)*(

پس



شکل،  مطابقشش ضلعی، شش ضلعی منتظم                           مفروض است با امتداد دادن اضلاع ( 8
.مثلث                را ساخته ایم

.نشان دهید                متساوی الاضلاع است( الف

.لذا                       و به طور مشابه                              لذا مثلث                 متساوی الاضلاع است

ABCDEF
MNP

MNP

A B A B     1 1 2 2120 60

M  60P N  60MNP



.نشان دهید مساحت شش ضلعی، دو سوم مساحت مثلث                است( ب
.اگر                  در نتیجه اگر      مساحت شش ضلعی و       مساحت مثلث               باشد

MNP

MNP S  AB a

( ) , ( )S a S a

a

s

s a

 

 


2 2

2

2

3 3
6 3

4 4

3 3
22
39 3

4

S



از نقطه دلخواه        درون شش ضلعی عمود های           ،           و          را به ترتیب بر         ،        ( پ
می دانید، مجموع طول های این سه عمود با 1با توجه به آنچه از هندسه پایه . و         رسم کنید

؟کدام جزء از مثلث               برابر است
ن مجموع  اگر ارتفاع مثلث              برابر      و طول ضلع شش ضلعی را      بگیریم ای( پ

: طولها با ارتفاع مثلث               برابراست یعنی

TH

MNP

ED BC TH 

AF

TH 

MNP

T

a

TH TH TH h

a MN

   


3 3 3
2 2

h MNP



مجموع مساحت مثلث های                 ،                و              چه کسری از مساحت مثلث                ( ت
:نشان دهید ؟است

اگر مساحت مثلث های                ،              و             را به ترتیب           ،          و           بنامیم داریم و  
.اندازه ضلع شش را نیز       در نظر بگیریم

MNP

TBC TDE TAF TAB TEF TCDS S S S S S    

TAF TDE TBC

TAF TBCTDES1S3 S2
a

( )S S S a TH TH TH ah      1 2 3
1 1
2 2



(منظور از        ارتفاع مثلث                 می باشد)

)*(

ست چون مساحت شش ضلعی                           ، برابر        مساحت مثلث               ا( ب)بنا به قسمت 
:نتیجه می شود که)*( لذا از رابطه 

ABCDEFMNP

TAB TCD TFE TBC TDE TAF

S S S S S S    

( )( )
MNP

ah
S S S

S
a h

 
 1 2 3

1
12

1 33
2

2
3

MNP h



دو قطر عمود بر هم            و          از یک دایره را رسم می کنیم؛ چهارضلعی                    یک ( 9
نشان . دمربع است؛ چرا؟ عمود منصف های ضلع های این مربع را رسم کنید تا دایره را قطع کنن

.دهید هشت ضلعی                                      منتظم است

در چهارضلعی                   قطر ها با هم برابر و بر هم: حل
.عمودند لذا چهارضلعی مربع است

اگر عمود منصف اضلاع مربع را رسم کنیم فاصله مرکز دایره
از رئوس       ،       ،       و      به یک اندازه است لذا عمود منصف

.ها از مرکز می گذرند
از طرفی قطر عمود بر هر وتر آن وتر و  

کمان های نظیر را نصف می کند لذا؛  

ABCD

AMBQCPDN

ABCD BD AC

D C B A



و چون وتر های نظیر دو کمان مساوی برابرند ولی

.لذا هشت ضلعی مذکور منتظم است

. . .

. . .

AM MB NA

AM B M BQ NAM

  

   135

. . .AM MB BQ NA   



فصل دوم
تبدیل های هندسی: درس اول 



تبدیل  
ر        باشد به به هر تابع یک به یک از          به         یک تبدیل گوییم هرگاه برد تابع براب: تعریف

.وییمعبارت دیگر تابع                              که تابع یک به یک و                           باشد یک تبدیل گ
(منظور از          همان مجموعه نقاط صفحه است: نکته)

ا  لازم به ذکر است در تبدیل        ، اگر داشته باشیم                               در این صورت نقطه          ر
شان می  تبدیل یافته یا تصویر نقطه        تحت تبدیل        گوییم و به صورت                                     ن

.دهیم
(ایزومتری)طولپا 
دیل طولپا یا به هر تبدیلی که تحت آن طول هر پاره خط با طول تصویرش برابر باشد، تب: تعریف

.ایزومتری گوییم
:به عبارت دیگر

TR R 2
:T R R2 2

R
2

R2

A
A  T

T
( )T A A 

R
2

R
2

T
A A 

T

T

A A
AB A B

B B

 
  

 



.در هر تبدیل طولپا، تبدیل یافته هر زاویه، زاویه ای هم اندازه آن است: 1قضیه 
.به عبارت دیگر در تبدیلات طولپا اندازه هر زاویه با اندازه تصویرش برابر است

ر نقاط       وبفرض تصویر زاویه       زاویه        تحت تبدیل طولپای      باشد همچنین تصوی: اثبات
.تحت     نقاط،          و        باشد لذا می توان نوشت

.لذا                                              در نتیجه                     و حکم بر قرار است

OTAB
A B  T

O 

T T

T T

T T

A A AB A B AB A B

B B OA O A OA O A

OB O BO O OB O B

       
  

          
        
 

OAB O A B  O O 



معرفی چند تبدیل
بازتاب( 1

مانند     بازتاب       نسبت به خط       تبدیلی است که تحت آن هر نقطه       به نقطه ای: تعریف
ور تصویر می شود به طوری که       عمود منصف              باشد که در این صورت خط          را مح

.بازتاب گوییم
اگر نقطه        روی خط        باشد در این صورت تصویر      برابر  :نکته

:خودش است یعنی

AA 
A  dA

d
T

d

T
A d A A  

A Ad



.در شکل زیر بازتاب مربع                     را نسبت به قطر           بدست آورید: 1مثال 
.بفرض        یک بازتاب نسبت به قطر            باشد

.مربع                        خودش خواهد بود( تبدیل یافته)در نتیجه تصویر 

ABCDAC

AC T

ABCD

A A

B D

C C

D B








 



ه دست در شکل زیر تبدیل یافته متوازی الاضلاع                        را نسبت به قطر             ب: 2مثال 
.آورید

.تصویر                      متوازی الاضلاع                         خواهد بود AB CD 

ABCD

ABCD

AC



نقطه ثابت یک تبدیل

ا نقطه اگر در تبدیل        تصویر نقطه        منطبق بر خودش باشد در این صورت نقطه        ر: تعریف
.ثابت تبدیل      گوییم

آیند در بازتاب      نسبت به خط      ، نقاط روی      نقطه های ثابت تبدیل        به حساب می: 3مثال
.یعنی محور بازتاب نقاط ثابت در بازتاب است

d

T
A A

d

T

T T



.بازتاب یک تبدیل طولپا است: 2قضیه 
: اثبات

بفرض      یک بازتاب نسبت به خط         باشد و         و       دو نقطه دلخواه و در یک طرف خط
ا نشان می دهیم طول تصویر            ب. باشد به طوری که           غیر موازی و غیر عمود بر       باشد

:خودش برابر است بدین منظور با توجه به شکل داریم

چون          روی عمودمنصف             واقع است لذا

dA TBd
d ABAB

HBB BH B H

T

T

A A

B B

 


 



( ض ز ض)و چون                     در نتیجه                       پس دو مثلث                 و                  بنابه حالت 
یک حالاتی که                  یا                  ،        و       در همنهشت اند در نتیجه                         در سایر 

ات باشد به طور مشابه اثبخط       روی و       واقع باشد یا حداقل یکی از نقاط       طرف خط       
.شودمی 

.در بازتاب اندازه تصویر هر زاویه با خودش برابر است: نتیجه
.زیرا بازتاب یک تبدیل طولپاست لذا تحت آن اندازه هر زاویه با تصویرش برابر است

AB d A B d
H H3 4 H H1 2

AB A B 
A B H  ABH

A
d AB d

B



نکات قابل توجه
.اگر تبدیل     طولپا باشد گوییم تبدیل      حافظ طول است( 1
.ظ زاویه استاگر در تبدیل      اندازه هر زاویه با تصویرش برابر باشد گوییم       یک تبدیل حاف( 2
.اگر در تبدیل       هر خط با تصویرش موازی باشد گوییم تبدیل     حافظ شیب است( 3

.نشان دهید بازتاب، حافظ شیب نیست: 4مثال 
:بفرض      یک بازتاب نسبت به خط      باشد با توجه به شکل: حل

تصویر خط      خط        است که در آن                                    

:  و چون      و        در یک راستا نیستند لذا

T
T

T
T
T T

 L L A  L

T

L 

L 

L

d

L LL L m m  



ط        در حالتی که محور بازتاب موازی خط       یا عمود بر       باشد تبدیل یافته        با خ: نکته
.موازی است یعنی در این حالت شیب خط حفظ می شود

ویژگی های تبدیل بازتاب
طولپاست( 1
لزوما حافظ شیب نیست (2
جهت شکل را حفظ نمی کند( 3
تصویر هر شکل با خودش همنهشت است(4
(اندازه زاویه ها با اندازه تبدیل یافته هایشان برابر است)حافظ زاویه است ( 5
(  تبدیل یافته)آن تصویرتبدیلی است که تحت تحت بردار    ، مانند     انتقالی : تعریف( انتقال( 2

هر نقطه        نقطه ای مانند         باشد به طوریکه                                                       

LL LL

V T
A  A

AA V 



.باشد         نقطه ثابت نداردبردار غیر صفر         اگر      یک انتقال تحت : نکته
.در شکل زیر تصویر مثلث                 را تحت انتقال بردار            رسم کنید: 5مثال 

.تصویر                   مثلث                    است B B C 

AB

T V T
A B C

A B C



.انتقال یک تبدیل طولپاست: 3قضیه 
د در این بفرض پاره خط            با بردار       موازی نباشد و      یک انتقال تحت بردار        باش: اثبات

:صورت با توجه به شکل

لذا                            و                            در نتیجه چهارضلعی                         متوازی الاضلاع بوده در 
:                  نتیجه

.در حالت هایی که                    باشد اثبات به طور مشابه است لذا        یک تبدیل طولپاست

T

T

A A
AA BB V

B B

 
   

 

TV V AB

AB A B 
AA BB ABB A  AA BB 

T AB V

V



ال تحتبا علائم شکل فوق بفرض        یک انتق: اثبات. انتقال شیب خط را حفظ می کند: 4قضیه 
ضلعیبردار نا صفر      و          خط گذرنده از دو نقطه       و       باشد اگر                نباشد، آنگاه چهار

متوازی الاضلاع است لذا                        در نتیجه                         
ه                        لذا شیب خط       با شیب تصویرش که از نقاط         و         می گذرد برابر است و در حالتی ک

.باشد اثبات به طور مشابه است
ویژگی های تبدیل انتقال

طولپاست(1
جهت شکل، حفظ می شود(2
اندازه زاویه ها را حفظ می کند( 3
حافظ شیب است( 4
نقطه ثابت ندارد مگر بردار انتقال، بردار صفر باشد( 5
تصویر هر شکل با خودش همنهشت است( 6
هایی که هر نقطه را به تصویرشان وصل می کند با بردار انتقال برابر استبردار ( 7

AB A Bm m  

B

L

A

T
L V

ABB A 

B 

L V
AB A B 

L V A 



دوران( 3
صویر را به            تتبدیلی است که هر نقطه مانند          و زاویه         دوران به مرکز       : تعریف
طوریکه کند به 

ت در شکل زیر تصویر مثلث                  را تحت دوران به مرکز      و زاویه                    بدس: 6مثال 
.آورید


,AO A OA OA  

OA  A

  90 A A B C



در شکل زیر دوران یافته مربع                       را تحت دوران به مرکز         و زاویه            : 7مثال 
.  در جهت حرکت عقربه های ساعت به دست آورید

بفرض       یک دوران به مرکز        و                          باشد                   
مربع             ( تبدیل یافته)در نتیجه چهارضلعی                         دوران یافته 

.است

60 ABCDB

T

ABCD
A BC D  
B

( )   60

( )T B B    60



.دوران یک تبدیل طولپاست: 5قضیه 
ابه انجام می  قضیه را در یک حالت اثبات می کنیم و اثبات در حالتهای دیگر نیز به طور مش: اثبات
.گیرد

بفرض مرکز دوران        بر پاره خط            و امتداد آن واقع نباشد و زاویه دوران از زاویه            
.بیشتر باشد

.باتوجه به شکل اگر         زاویه دوران باشد

:درنتیجه در دو مثلث                   و                   داریم

.  لذا تبدیل دوران طولپاست

O O
O O

O O





  
 

 

1 2
1 3

2 3
OA OA

O O O A B O A B AB A B

OB OB




       
 


1 3

O A B



AB O

O A B 

BO A



ویژگی های تبدیل دوران

طولپاست( 1

جهت شکل را حفظ می کند( 2

(درجه باشد دوران حافظ شیب است180اگر زاویه دوران مضارب )لزوما حافظ شیب نیست ( 3

زاویه بین هر خط و تصویرش با زاویه دوران برابر است( 4

(در هر دوران مرکز دوران نقطه ثابت تبدیل دوران است)مرکز دوران ثابت می ماند ( 5

تصویر هر شکل با خودش همنهشت است( 6



تجانس( 4
جانس به بفرض       یک عدد حقیقی مخالف صفر و        نقطه ای ثابت باشد در این صورت ت: تعریف

ر شود به مرکز       و به نسبت        تبدیلی است که تحت آن نقطه         به نقطه ای مانند         تصوی
: طوریکه

سم در شکل زیر تصویر مثلث                   را تحت تجانس به مرکز        و به نسبت                    ر: 8مثال 
.کنید

.مثلث                   ، مثلث                   است( مجانس)تجانس یافته 

O

OA  k

OA k OA  

A
k

Bk  1

A B C

A B C

A B C 

O A 
A



در شکل زیر تصویر مربع                       را تحت تجانس به مرکز        و به نسبت                  : 9مثال 
.رسم کنید

.مربع                        مربع                           است( تجانس یافته)مجانس 

ABCD

AB C D   ABCD

Ak  2



قطر ها در شکل زیر تصویر مستطیل                       را تحت تجانس به مرکز نقاط برخورد: 10مثال 
.و به نسبت                 رسم کنید

:لازم به ذکر است که دریک تجانس به مرکز      و به نسبت        
.اگر               باشد تجانس را تجانس مستقیم می نامیم( 1
.اگر               باشد تجانس را تجانس معکوس می نامیم(2
.اگر                تصویر شکل کوچکتر می شود و آن را تجانس انقباضی می گوییم( 3
.اگر                تصویر شکل بزرگتر می شود آن را تجانس انبساطی گوییم( 4

ABCD
k  1

2

k O

k 1
k 1
k 0
k 0



.تجانس، شیب خط را حفظ می کند: 6قضیه 
ه طور  قضیه را در حالتی که                است اثبات می کنیم و اثبات در حالت های دیگر هم ب: اثبات

.مشابه است
بفرض       یک تجانس به مرکز       و به نسبت       باشد و      خطی گذرنده از دو نقطه        و

و       تصویر خط        باشد با توجه به شکل و تعریف تجانس داریم؛       
L

L 
AB k O T

k 1

L L

OA kOA OA OB
AB A B L L m m

OA OBOB kOB


    
       

 

L



.تجانس، اندازه زاویه را حفظ می کند: 7قضیه 
است و زاویه        همان زاویه( مجانس)باتوجه به شکل اگر       مرکز تجانس باشد تصویر : اثبات

:چون طبق قضیه قبل اضلاع زاویه در       و تصویرش نظیر به نظیر موازی اند، لذا A

A 

*

*

AC A C A
A A

AB A B A

   
 

   

A O



.مجانس هر      ضلعی با خودش متشابه است: 8قضیه 
م به طور مشابه قضیه را برای یک پنج ضلعی اثبات می کنیم و اثبات برای هر    ضلعی دیگر ه: اثبات

کز       و به است بفرض                           یک پنج ضلعی باشد مجانس پنج ضلعی را تحت تجانس به مر
.بدست می آوریم( عدد      را بزرگتر از یک می گیریم)نسبت      

:باتوجه به شکل و قضایای قبل

و به طور مشابه نسبت مجانس هر ضلع به خودش برابر       است 
:        و چون اندازه زاویه ها هم بدون تغییر است یعنی

.در نتیجه دو چند ضلعی با هم هم متشابه اند

k
O ABCDE

n
n

k

AB OA AB A B
AB A B k

A B OA A B k AB

 
      

    

1

k
A A

B B

E E

  


 




 



تبدیل همانی
برابر خودش باشد یا تبدیل  Aتبدیل        را همانی گوییم هرگاه تبدیل یافته هر نقطه مانند : تعریف

یافته هر نقطه بر خودش منطبق باشد
.تجانس به مرکز       و به نسبت                 همانی است: مثال
.دوران به مرکز        و زاویه                       یک تبدیل همانی است: مثال
.انتقال تحت بردار صفر یک تبدیل همانی است: مثال

( ( ) )T A A

O  360
Ok 1

T



ویژگی های تجانس به مرکز       و به نسبت          
(مگر                  )لزوما طولپا نیست ( 1
.مرکز تجانس ثابت می ماند( 2
.تصویر هر شکل با خودش متشابه است و نسبت تشابه برابر             است( 3
.نددر مرکز تجانس همرس امی کنند پاره خط هایی که هر نقطه را به تصویرشان متصل ( 4
.و محیط هر شکل           برابر می شودبرابر تحت هر تجانس، مساحت هر شکل         ( 5

k O
k  1

k
2

k

k



45و 44تمرینات صفحه 

ر         بفرض         محور بازتاب و پاره خط            در یک طرف          باشد به طوریکه امتداد            ب
:عمود باشد در نتیجه با توجه به شکل

AB L AB LL

AH A H
AB AH BH A H B H A B

BH B H


        







طبق تعریف دوران                                 لذا فاصله       از دو سر ( الف
پاره خط              به یک اندازه است لذا        روی عمود منصف

.واقع است

O
AA  AA 

OA OA 
O



رکز  آوریم این نقطه مرابدست کافی است نقطه برخورد عمود منصف های               و             ( ب
.  دوران است

AA BB 



وط   با توجه به شکل اگر نقاط برخورد             باخط
:  و          را به ترتیب          و          بنامیم داریم

d1
d 2HH 

AA 

( )

AA AH A H A H A H

A H A H A H A H HH m

        

           2 2 2 2 2



BB(  الف)به طور مشابه  CC AA m     2

ه ترکیب تصویر می شود در نتیجیک انتقال تحت بردار             مثلث                  به مثلث       
.دو بازتاب با محورهای بازتاب موازی، یک انتقال است

ABC AA '' '' ''A B C



Oروی عمود منصف های              و             واقع است لذا :

از طرفی با توجه به شکل چون         و          نیمساز های دو زاویه               

:و                   اند لذا 

به طور مشابه

( )AO A   2

,BOB C OC   2 2

A O A 

d 2 d1

AO A 

A A  AA 

, ( )OA OA OA OA    



مثلث          ( نقطه برخورد دو خط         و         ) یک دوران تحت زاویه         و به مرکز         ( پ
.دوران یافته مثلث                است

2O

ABC

d 2 d1
'' '' ''A B C



sin

( )

AH
AH

AA

AA AH

     


   

3
60 4 6 6 2

2

2 2 6 2 12 2



( )( )

O A A

OH

S OH AA


  

   

2 210 8 6

1 1
6 16 48

2 2

:از طرفی                                                       در نتیجه                                            لذا ( )AH  
1
10 48

2 O A A

S OA AH


  
1
2

/AH   9 6



51و 50تمرینات صفحه 







نکه        بفرض         نقطه تلاقی قطر ها مرکز یک تجانس به نسبت                   باشد بافرض ای

:اریمو        طول اضلاع مربع و تصویرش و         و        مساحت مربع و تصویرش باشد آنگاه د S  S

( )

S S S
k S a

S S S

a
a a S

a

  
          




      

2 4 4 4
4 2

9 5 5 5
2 3 3

2 3 9
3 2 2

aa

k 
2
3

O



اگر مساحت بین خطوط        و        و خطوط      و        را         و مساحت خط      و         و        را: حل
:و مساحت بین       و خطوط        و         را         بنامیم آنگاه داریم

L
d  L 

d
S1S2

d  d  d
d

L  LS

( ) ( )S S S S S S      2
2 1 1 1 1

7 45 45 45
1

4 4 4 4



فصل دوم
کاربرد تبدیلات: درس دوم



مسائل هم پیرامونی : 1کاربرد 
در. تیکی از کاربردهای تبدیلات از جمله بازتاب، حل مسائل هم پیرامونی یا هم محیطی اس

احت آن این گونه مسائل هدف این است که بدون اینکه محیط یک چندضلعی تغییر کند، مس
.برای روشن شدن موضوع مثال زیر را حل می کنیم. چندضلعی را تغییر دهیم

اضلاع است،با ثابت نگه داشتن تعداد و اندازۀزمینی به شکل چند ضلعی                         : 1مثال 
ین چند ضلعی،  می خواهیم مساحت آن را افزایش داده و سپس دور آن حصار بکشیم چگونه ا

(شکل زیر) کار ممکن است؟

ABCDE



ن خط  اکنون بازتاب نقطه       را نسبت به ای. خط گذرا از نقاط       و       را رسم می کنیم: حل
.پنج ضلعی                            جواب مساله است. ترسیم می نماییم

:زیرا بازتاب طولپاست لذا

:در نتیجه

ABC DEAB BC C D DE EA P       

,BC BC CD C D  

ABCDEP AB BC CD DE EA    

ABC DE
C D B



مسائل یافتن کوتاه ترین مسیر: 2کاربرد 
ب داده  در کتب تاریخی هرون، ریاضی دانی است که به او دایره المعارف ریاضی و فیزیک لق

در مصر زندگی می( ع)سال قبل از میلاد  حضرت عیسی 250تا150اند، وی در فاصله زمانی 
ا در شرایطی او برای نخستین بار به کمک بازتاب، دستور پیدا کردن کوتاه ترین مسیر ر. کرد

ر بین دو  تمامی این مثال ها متکی به این اصل می باشد که کوتاه ترین مسی. خاص ارائه کرد
. به مثال های زیر توجه کنید. نقطه، اندازه پاره خط واصل آن دو نقطه است

ی  مردی می خواهد برای برداشتن آب از خانه به ساحل رودخانه ای که لبه مستقیم:2مثال 
طۀاو از کدام نق. دارد، برود و بعد سطل آب را به اسطبل ببرد که همان سمت رودخانه است

ساحل آب بردارد که کمترین مسافت از خانه به رودخانه و اسطبل داشته باشد؟



هدف این مساله، پیدا کردن نقطه ای مانند            روی خط         طوری که                                : حل
به خط  هرون برای حل این مساله بازتاب نقطه        را نسبت. کمترین مقدار ممکن را داشته باشد

طعخط فرضی               محور بازتاب را در نقطه مانند          ق. را پیدا کرد و آن را نقطه          نامید
گیریم  زیرا اگر نقطۀ دیگری مانند       روی خط      در نظر ب. نقطه          جواب مساله است. می کند

:با توجه به شکل در مثلث                  بنا به قضیه نامساوی مثلث داریم

:از طرفی چون

:می توان نتیجه گرفت

.و این یعنی           نقطه برداشتن آب از رودخانه است

dAM MB
d A

A B A M
M

M

A B A N NB  

,A N AN A M AM  

A NB

A M MB A N NB AM MB AN NB

AM MB AN NB

       

  

M

Nd



سانتی متر از خط        باشند12و 4بفرض دو نقطه         و         به ترتیب به فاصله : 3مثال 
و نقطه           روی خط         واقع است مجموع فواصل نقطه          از نقاط          و          کمترین 

.سانتی متر باشد، آنگاه فاصله نقطه        از          را بدست آورید20مقدار ممکن و برابر 
:حل

دو مثلث                 و                  متشابه اند و نسبت تشابه آنها  
:  در نتیجه.است3برابر 

A

MB A M

d B A

M
d

AM BM AM AM     20 4 20 5

BH M AHM



مطابق شکل روبرو، دو شهر      و       در یک طرف رودخانه واقع اند می خواهیم جاده ای: 4مثال 
4این . کیلومتر از این جاده در ساحل رودخانه ساخته شود4از        به       بسازیم، به طوری که 

ن باشد؟  بسازیم تا مسیر                    کوتاه ترین مسیر ممککیلومتر را در چه قسمتی از رودخانه

AB
B A

ACDB



کیلومتر و موازی خط ساحلی       را مشخص  4ابتدا          انتقال یافته        تحت بردار به طول : حل
ین کارروی      نقطه        را طوری می یا بیم که                  کوتاه ترین مسیر باشد برای ا. می کنیم

هحاصل می شود حال اگر جاده ای از       ب.        بازتاب       نسبت به خط       را به         وصل می کنیم
یر  کیلومتری از       به        و جاده سوم نیز از        به        ساخته بشود مس4، سپس جاده ساحلی 

و در  کوتاه ترین مسیر ممکن است زیرا چهارضلعی                        متوازی الاضلاع است
: نتیجه با توجه به شکل داریم 

D D

C

B

CB

d

B 
A 

A C

B 

A
ACB 

d
d

ACDB
C

CB BD

A B A C CB AC BD A B CD AC CD BD             



اگر بخواهیم جاده ای . مطابق شکل داده شده، دو شهر      و      در دو طرف رودخانه است: 5مثال 
ید که محل  از        به         بسازیم، به طوری که پل               بر راستای رودخانه عمود باشد، تعیین کن

احداث پل را کجا در نظر بگیریم که مسیر                    کوتاه ترین مسیر ممکن باشد؟

B

AMNB

A
MN AB



طه         ابتدا نقطه        را به اندازه عرض رودخانه و عمود بر راستای ساحل انتقال می دهیم نق: حل
ر  از        ، عمود               ب. از         به        وصل می کنیم، نقطه         حاصل می شود. بدست می آید

لعی  راستای رودخانه محل احداث پل است و مسیر                    کوتاه ترین مسیر است زیرا چهارض
:  متوازی الاضلاع است و با توجه به شکل داریم

M
B

M B 
AMNB

MN

B 

A

AB AM MB AM NB AB MN AM MN NB          

MNBB 



56تمرینات صفحه 
یاد چگونه می توان بدون کم و ز. دور زمین هایی مطابق شکل حصار کشی شده است: 1تمرین 

.کردن حصارها، مساحت زمین را افزایش داد



.یموخواص بازتاب چند ضلعی های مقعر را به محدب تبدیل می کن( 1)حل مثال مطابق روش : حل

:الف

:ب

مراحل حل مسائل هم پیرامونی برای چندضلعی های مقعر  : نکته
وقتی که افزایش مساحت مورد نظر باشد را تا آنجایی ادامه می دهیم  

.که چندضلعی محدب بدست آید

( ) ( )ABCDEF ABC DEFP P  

( ) ( )ABCDEF ABC D E FP P   



اسکله        و        مطابق شکل  2جای . اسکله بسازیم3می خواهیم کنار رودخانه ها، : 2تمرین 
سیر                        اسکله          را در نقطه ای از ساحل رودخانه بسازیم که قایق ها هنگام طی م. مشخص است

MABMکوتاه ترین مسیر را طی کنند؟
M

B A



:  حل
احل  به روش هرون بازتاب نقطه        را نسبت به س. محل دو اسکله        و       معلوم است( روش اول

خط واصل از       به        . را رسم می کنیم و آن را        می نامیم(خط      )رودخانه در سمت مقابل 
.و        در        متقاطع اند پس                کوتاه ترین مسیر می باشد

:زیرا

.  در نتیجه محل احداث اسکله نقطه          است
برای تعیین محل احداث اسکله         ، کافی است ( روش دوم

محل برخورد این . عمود منصف پاره خط            را رسم کنیم
جواب  ( خط     )عمود منصف با ساحل رودخانه در سمت مقابل 

زیرا هر نقطه روی عمود منصف پاره خط از دو سر. مساله است
. صله استلذا طبق مفاهیم بازتاب مسیر                     دارای کمترین فا. پاره خط به یک فاصله است

.    لازم به ذکر است که روش عمود منصف زمانی درست است که           موازی     باشند

A

M

d
A

A B

A B A M MB AM MB    

AMB

B
A 

MABM

d

M
AB

ABd

dM



5پاره خطی به طول . سه خط دو به دو ناموازی       و       و      در صفحه مفروض اند: 3تمرین 
.سانتی متر رسم کنید که دو سر آن روی      و      قرار گرفته و موازی       باشد

نتقالتصویر      تحت ا. سانتی متری، به نام            در نظر می گیریم5ابتدا روی      پاره خطی : حل
قال اگر       را تحت بردار           انت. بردار            را       می نامیم که       را در نقطه       قطع می کند

.دهیم خط      را در نقطه        قطع می کند پاره خط            جواب مساله است

c b

cAB

bc

ABBA E
a

F
b

EF
d

a

a
a

E



ث        فرض کنید       مرکز ثقل مثلث               باشد و همچنین مثلث                  مجانس مثل: 4تمرین
.در تجانس به مرکز       و نسبت                      باشد

جایگاه راس های       و         و         نسبت به مثلث               کجاست؟( الف
مساحت مثلث                  چه کسری از مساحت مثلث               است؟( ب

ا ب. نقطه       وسط          و همچنین نقطه       وسط           و نقطه       وسط           قرار دارند( الف: حل
کز نقطه      توجه به خاصیت مرکز ثقل می دانیم که                         ، پس نقطه       مجانس نقطه       به مر

این موضوع را می توان به همین ترتیب برای نقاط         و. و نسبت تجانس                    است
.در نظر گرفت

با توجه به ویژگی تجانس مساحت مثلث                   ( ب
.برابر مساحت مثلث                است

B 

K  
1
2

A C 
ABC
ABC

A B C  

A B C   ABC GABC
G

G

BCAC B C AB
GA GA 

1
2

A 
C 

A 

B 
A

K  
1
2

ABC
A B C  

1
4



تغییر ا این زمینهشکل های زیر داریم، می خواهیم بدون آنکه محیط زمین به صورت دو : 5تمرین 
.یدکند، مساحتشان را افزایش دهیم در هرقسمت، میزان افزایش مساحت زمین را  حساب کن



:  حل
sin( )

sin( )

sin( )

( ) ( )

ABC

BDC

DEF

BDC DFE

S

S

S

S S

        

      

      

    

1 2
2 2 3 4 3 135 12 2 12

2 2
1 1

2 150 6 3
2 2

1 3 3
2 3 120 3

2 2 2
3

2 2 3 9
2

میزان 
افزایش  
مساحت 
شکل الف

میزان 
افزایش  
مساحت 
شکل ب



فصل سوم

قضیه سینوس ها: درس اول



قضیه سینوس ها

اع در مثلث قائم الزاویه                که در راس      قائمه است اگر           ارتف: یادآوری
:  وارد بر وتر باشد آنگاه داریم

A B CAH A

)

)

)

)

)

AB BH BC

AC CH BC

AH BH CH

AB AC BC

AB AC BC AH

 

 

 

 

  

2

2

2

2 2 2

1

2

3

4

5

(رابطه فیثاغورث)



.در مثلث قائم الزاویه زیر مقادیر      و      را بدست آورید: 1مثال  y x

AH BH HC x x

y CH BC y

      

     

2 2

2

4 9 6

9 13 3 13



لع برابر  در مثلث قائم الزاویه نسبت هر ضلع به سینوس زاویه مقابل به آن ض: 1قضیه 
.است با اندازه وتر

:کل بفرض مثلث              در راس       قائمه باشد در این صورت با توجه به ش: اثبات A B CA

sin
sin

sin
sin

sin sin
sin

AC b
B a

BC B

AB c
C a

BC C

a
A a

A

  

  

   90 1



به آن ضلع در مثلث قائم الزاویه نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه مقابل: 2قضیه 
.برابر است با اندازه قطر دایره محیطی مثلث

می دانیم عمود منصف های اضلاع هر مثلث: اثبات
قائم الزاویه در وسط وتر همرس اند لذا مرکز دایره
محیطی مثلث قائم الزاویه وسط وتر خواهد بود لذا

قطر دایره محیطی برابر اندازه وتر خواهد بود  
:1درنتیجه طبق قضیه 

sin sin sin

a b c
R

A B C
   2



سانتی اند شعاع  8و 6در مثلث قائم الزاویه ای اندازه اضلاع زاویه قائمه : 2مثال 
.دایره محیطی مثلث را بدست آورید

a a

a R R R

    

    

2 2 26 8 100 10

2 2 10 5



ل به در هر مثلث نسبت اندازه هر ضلع به سینوس زاویه مقاب( 2تعمیم قضیه ): 3قضیه 
.آن ضلع برابر است با اندازه قطر دایره محیطی مثلث

مثلث دلخواه              که در آن                   باشد در نظر گرفته و( حالت اول: اثبات
:کلدایره محیطی آن را رسم می کنیم اگر      مرکز این دایره باشد با توجه به ش

A B CA  90

,

sin sin
sin

sin sin

D C B AD

AB AB c c
C D R

BD R R C

b a
R

B A

 

     

 

90

2
2 2

2 :و به طور مشابه

:بنابراین داریم

O



مثلث                که در آن                   باشد را با دایره محیطی اش در نظر( حالت دوم
:می گیریم با توجه به شکل

:حال چون در مثلث                زاویه      حاده است بنابر این قسمت قبل

:لذا در هر مثلث دلخواه               داریم

A B CA  90

sin sin

sin sin( ) sin

sin sin

sin sin sin

A A A A

A A A A A

a a
R R

A A

a b c
R

A B C

    

       

  


  

180

180 180

2 2

2

A B C

A B CA 



ABدر شکل زیر اندازه ضلع           را بدست آورید : 3مثال 

( )

sin

sin

A B C

AB AB
R R

C

BC
R R

A

AB
AB

   

  

  


    

180 120

2 2
2
2

6 3
2 2

3
2

2
6 36 3 2 6 2

2 3 3
2 2 2

*

**

**و * 



در مثلث              با اضلاع                  ،                  و        ( قضیه سینوس ها): 4قضیه 
:داریم 

.که در آن        شعاع دایره محیطی مثلث است
.اثبات شده است3این موضوع در قضیه : اثبات

AB c AC b BC a A B C

sin sin sin

a b c
R

A B C
   2

R



در مثلث                اگر                   ،                      و                             باشد آنگاه اندازه شعاع : 4مثال 
.دایره محیطی مثلث و اندازه زاویه های        و        را بدست آورید

ینوس ها با توجه به شکل و مفروضات مساله                 و                         و در نتیجه بنابه قضیه س: حل

AC 
10 6
3

A 120 BC 10 A B C

C B

a 10C 
10 6
3

sinsin

sin sin

sin ,

a
R R R

A

b b
R

B B

b
B B B

       


   


       

10 10 20 10 10 3
2 2

120 33 3 3
2

20
2

3

10 6
33 10 2 23 45 135

20 20 20 2

A 120

:در نتیجه

C 15

B  45

حال چون
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ا فرض ثابت کنید در هر مثلث قائم الزاویه                 که در راس       قائمه باشد و ب( 1

: اینکه           ارتفاع وارد بر وتر به طوریکه                         آنگاه
A B CA

AHaAH h

ah b c
 

2 2 2
1 1 1

( )a a

c b a a

b c b c ah h


   

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
1

طرف دوم تساوی



اگر هواپیما را با . کیلومتری از هم واقع اند20دو ایستگاه رادار، که در فاصله ( 2
گاه درجه رصد کرده باشند، آنگاه فاصله هواپیما را از دو ایست45و 30زاویه های 

.بدست آورید

:      لبفرض       نقطه فرضی باشد که هواپیما در آن واقع است باتوجه به شک: حل A

sin sin sin

sin sin sin / / . /

/ , /
/ /

a b c

A B C

b c b c

b c

 

    
  

    

20 20
105 30 45 0 96 0 5 7

10 14
10 42 14 6

0 96 0 96



فصل سوم

قضیه کسینوس ها: درس دوم



قضیه کسینوس ها

ه بین هدف از این درس این است که در هر مثلث با داشتن اندازه دو ضلع مثلث و زاوی
.آن دو ضلع اندازه ضلع سوم را نیز بتوانیم محاسبه کنیم

جموع در هر مثلث مربع اندازه هر ضلع برابر است با م( قضیه کسینوس ها): 1قضیه 
ینوس مربع های دو ضلع دیگر، منهای دو برابر حاصل ضرب اندازه آن دو ضلع در کس

.زاویه بین آنها

:باید در مثلث                ثابت کنیم: اثبات A B C

cosa b c bc A  2 2 2 2



نیم بدین منظور در مثلث                اگر فرض کنیم                   و ارتفاع            را رسم ک
:    داریم

:  بنا به رابطه فیثاغورث در مثلث                میتوان نوشت

A B CA  90AH

cos . s , .cos

sin .sin

AH
A AH c co A CH b c A

AB

BH
A BH c A

AB

    

  

B C H

sin ( cos )BC BH HC a c A b c A     2 2 2 2 2 2 2

   

   

  

sin cos cos

(sin cos ) cos

cos

c A b c A bc A

b c A A bc A

b c bc A

2 2 2 22

2 2 2 2

2 2

2

2

2

و در حالتی که                    باشد اثبات به طور
.مشابه است

:  کههمچنین، به طور مشابه میتوان اثبات کرد

A  90

   


  

cos

cos

b a c ac B

c a b ab C

2 2 2

2 2 2

2

2



.قضیه فیثاغورث را از قضیه کسینوس ها نتیجه بگیرید: 1مثال 
: بفرض در شکل مقابل                 باشد نشان می دهیم

:بدین منظور مطابق قضیه کسینوس ها داریم

a b c 2 2 2

A  90

cos cosa b c bc A b c bc b c       2 2 2 2 2 2 22 2 90



:در مثلث                اگر                        ،                               و                  باشد آنگاه: 2مثال 
.طول ضلع          را بدست آورید( الف

:بنابر قضیه کسینوس ها:حل

A B CAB  2 2A  60 AC  6 2
BC

cosa b c bc A  2 2 2 2
( ) ( ) ( )( )( )

a BC

    

     

     

2 2 1
6 2 2 2 2 6 2 2 2

2

6 2 2 12 8 2 12 4

12 12 2 3 2 3



.اندازه زاویه های        و       را بدست آورید( ب

:طبق قضیه سینوس ها: حل

sin sin sin sin sin

b c a

B C A B C


    

6 2 2 2 2 3

3
2

B C

sin

,

C

C C


  

   

3
2 2 22

22 3

45 135

( )B    180 60 45 75
غیر قابل قبول



در مثلث                اگر                    ،                    و                    باشد آنگاه محیط : 3مثال 
.و مساحت مثلث را بدست آورید

AC  3 AB  5 A B CA 120

cosa b c bc A  2 2 2 2

( ) ( ) ( )( )cos

( )( ) a

  

      

2 23 5 2 3 5 120

1
9 25 2 15 49 7

2

( )( ) sin

( )

P a b c

S bc sinA

      

 

 

2 7 5 3 15

1 1
3 5 120

2 2

15 3 15 3
2 2 4
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فاصله نوک درخت از زمین



















=





تمرین



فصل سوم

قضیه نیمسازهای زوایای داخلی و محاسبه طول نیمسازها: درس سوم



قضیه نیمساز های زاویه های داخلی

ندازه در هر مثلث، نیمساز هر زاویه داخلی، ضلع مقابل به آن زاویه را نسبت ا: 1قضیه 
.های ضلع های آن زاویه تقسیم می کند

BD AB

DC AC


:فرض

:حکم

A A1 2



نیم تا  رسم می ک( یعنی          )مطابق شکل از      خطی موازی نیمساز زاویه       : اثبات
.امتداد ضلع           را در نقطه ای مانند       قطع کند

:در مثلث               بنا به قضیه تالس داریم

از طرفی                   و                    لذا                   در نتیجه         

AC
AAD

E
B

E B C

BD AE
AD BE

DC AC
  *

A B1 1A E2E B 1AE AB

BD AB

DC AD
 

**

*و**



در مثلث              با فرض                  و                  و                    طول دو قطعه ای : 1مثال 
. را بدست آورید که نیمساز زاویه       روی ضلع مقابل ایجاد می کند

: با توجه به قضیه قبل: حل

A B CAC  5 AB  7BC  8
B

,

AD AB x

DC BC x

x x x

CD AD


  

    

  

5 7
8

40 8
7 40 8

15 3
8 7
3 3



ع در مثال قبلی طول دو قطعه ای را بدست آورید که نیمساز        روی ضل: 2مثال 
.ایجاد می کند

:بنا به نیمساز ها چون           نیمساز است لذا: حل

در نتیجه  

CAB

CD

BD BC x

AD AC x

x x x x

  


     

8
7 5

56
5 56 8 13 56

13

,AD BD 
35 56
13 13



محاسبه طول نیمساز های زاویه های داخلی مثلث 
محاسبه  با استفاده از قضیه زیر می توان طول نیمساز هر زاویه داخلی را در هر مثلث

.نمود
ندازه در هر مثلث مربع اندازه هر نیمساز داخلی برابر است با حاصل ضرب ا: 2قضیه 

جاد می دو ضلع زاویه، منهای حاصل ضرب دو قطعه ای که نیمساز روی ضلع مقابل ای
.کند

:حکم:                                     فرض
داد نیمساز  دایره محیطی مثلث               را رسم می کنیم که با توجه به شکل امت: اثبات

:در نتیجه. زاویه      دایره را در نقطه       قطع می کند

A A1 2AD AB AC BD DC   2

A
ABC

E



:در دو مثلث               و              داریم

:  در نتیجه

:از طرفی بنا به رابطه های طولی در دایره داریم

:لذا خواهیم داشت

( )AB AC AD AE AB AC AD AD DE

AB AC AD AD DE

AD AB AC AD DE

       

    

    

2

2

~
B E AC AE EC

A B D A E C
AD AB BDA A

 
   

 1 2

A B DA E C

AD DE BD DC  

AD AB AC BD DC   2



.طول نیمساز بزرگترین زاویه را بدست آورید7و 5، 3در مثلثی به طول اضلاع : 3مثال 
بزرگترین زاویه روبه رو بزرگترین ضلع است: حل

لذا با توجه به شکل زاویه       بزرگترین  است
:در نتیجه باید طول نیمساز زاویه       را بدست آوریم

,

( )( ) ( )( )

BD AB x
AD x x x x

DC AC x

BD DC

AD AB AC BD DC AD

          


   

        2

3 21
5 21 3 8 21

7 5 8
21 21 35

7
8 8 8

21 35 225 15
3 5

8 8 64 8

A
A
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و







فصل سوم

قضیه هرون: درس چهارم



درس چهارم
قضیه هرون برای محاسبه مساحت مثلث

به کنیم هدف از این قضیه این است که با داشتن هر ضلع مثلث مساحت مثلث را محاس
ث و منظور از      و      در این درس به ترتیب اندازه مساحت و اندازه نصف محیط مثل

.است
.  ضمنا اثبات این قضیه جزء اهداف آموزشی این کتاب نمی باشد

در مثلث               به اضلاع      ،       و      مساحت مثلث از فرمول( قضیه هرون): 1قضیه 
.زیر بدست می آید

P S

ABCac b

( )( )( )S P P a P b P c   



هرون ( قضیه)مساحت مثلث متساوی الاضلاعی به طول       را به کمک دستور : 1مثال 
.بدست آورید

( )( )( )

( )( )( )

a
P S P P a P b P c

a a a a a a
a a a

     

     
4 2

3
2

3 3 3 3 3 3
2 2 2 2 16 4

a



.را به کمک دستور هرون به دست آورید15و 14، 13مساحت مثلثی به اضلاع : 2مثال 

( )( )( )

P P

S P P a P b P c

    

   

          2 2 2

2 13 14 15 21

21 6 7 8 3 7 4 3 7 4 84



چهارضلعی                     که در آن                   است یک زمین کشاورزی را نشان: 3مثال 
(اندازه هر ضلع بر حسب متر)می دهد مساحت این زمین را بدست آورید

A  90 ABCD

( )( )( )

ABD

BCD

S

BD

S P P a P b P c


 

  

        

2 2

60 80
2400

2

60 80 100

120 20 30 70 600 14

S m  22400 600 14 4650 :تلذا مساحت زمین به صورت روبرو اس



نوس مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب اندازه دو ضلع در سی: 2قضیه 
.زاویه بین آنها

:در شکل زیر ثابت می کنیم: اثبات

بدین منظور؛

:از طرفی می دانیم

:و به طور مشابه می توان اثبات کرد

sin sin
AH

B AH AB B
AB

  

sinS BC AH S AB BC B    
1 1
2 2

sin , sinS AB AC A S AC BC C   
1 1
2 2

sinS BC AB B 
1
2



را به روش هرون بدست آورید14و 10و 6مساحت مثلث              به اضلاع : 4مثال 
(با توجه به شکل.)سپس با استفاده از آن اندازه        را حساب کنید

از طرفی؛

اما                  غیر قابل قبول است زیرا در غیر این صورت یکی از زاویه های        و
ممکن است لذا باید از        بیشتر باشد که با توجه به اضلاع این مثلث در شکل عملا غیر

.  باید                    باشد

A

A B C

sin ( )( ) sin

sin

S AB AC A A

A A A

   

    

1 1
6 10 15 3

2 2

3
120 60

2
یا

A 120

A  60C B

( )( )( )

P P

S P P a P b P c

     

        

2 6 14 10 30 15

15 1 5 9 15 3

60
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(الف

(ب

(پ









زیر





:حل







:حل







:با توجه به شکل داریم: حل













:حل



پایان

گروه ریاضی استان خراسان رضوی


